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Predmluva

Tato kniha vychazi z mych zkuSenosti s programovanim v nékolika rolich.
V roli studenta jsem za sviij ,programatorsky Zivot” proSel mnoha progra-
movacimi jazyky. Jako nejlepsi zptisob uceni programovaciho jazyka mi vzdy
pfisla metoda ,skocit do vody a plavat”, tedy vzit si zajimavy, pfiméfené na-
ro¢ny problém, ten zkusit vyfesit a potiebné véci se ucit za béhu. Casto mi
pfiSlo naro¢néjsi vymyslet si zajimavé zadani, neZ najit feSeni konkrétnich
technickych problémti, na které jsem pak pfi feSeni narazil.

Jako ucditel mam podobnou zkuSenost. S dil¢imi technickymi problémy
si vétsinou studenti zvladnou poradit, diileZité je predevsim predlozit jim
vhodny problém — problém, ktery pro né bude adekvatné obtiZny a soucasné
bude néjakym zptisobem zajimavy, takze je bude bavit. Podobné je to i v pro-
gramatorskych soutézich, kterych jsem se mnohokrat ticastnil v roli soutézictho
i organizatora. Zajimavou soutéZ délaji dobfe vybrané problémy.

Ve vsech téchto rolich jsem se setkal s celou fadou zajimavych piikladd,
ale vzdy, kdyZ néjaky potiebuji, musim slozité vzpominat nebo hledat. Dob-
rych ucebnic programovéni existuje spousta, ale vétsinou kladou dtiraz na
konkrétni jazyk nebo detailni rozbor dil¢ich algoritmti, pfiklad@ v nich byvéa
jen par. Rozsahla sbirka zajimavych pfikladd mi vzdy chybéla. Proto jsem se
pokusil ji vytvorit a pevné véfim, Ze bude uzite¢na nejen pro mé.

Kniha pfimo ¢i nepiimo cerpa z velkého mnoZstvi zdroji a zkuSenosti.
Kromé téch literarnich, které jsou uvedeny v seznamu literatury, jde hlavné
o programatorské soutéZe a vyuku. Velkou mérou cerpadm ze zkuSenosti s pro-
gramatorskymi soutéZemi a z pfikladd, které jsem na téchto soutéZich poznal ¢i
pro né navrhl. Konkrétné jde o soutéz ACM ICPC a jeji ¢esko-slovenskou verzi
CTU Open, programatorskou olympiadu, koresponden¢ni seminaie z progra-
movani a fakultni soutéz Flbot.

Cenné zkuSenosti jsem ziskal pii vyuce programatorskych pfedmétti na
Fakulté informatiky MU, pfedev$im pak pfi vedeni pfedmétu IV104 Semina¥
feSeni programatorskych tloh. Na studentech tohoto pfedmétu jsem mnoho
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zde uvedenych ptikladd testoval a jejich pozorovanim jsem ziskal zkuSenosti
o obtiZnosti a pedagogické vhodnosti jednotlivych tloh.

Tato kniha také ¢astecné vychazi k mé pfedchozi knihy ,Jak to vytesit?”,
kterd se zabyva logickymi tlohami a jejich vyuZitim p¥i vyuce informatiky.
Cést piikladt uvedenych zde v kapitolach o logickych tilohach a hrach vychazi

Chtél bych tedy podékovat vsem, kdo organizovali uvedené soutéZe, ticast-
nili se mé vyuky ¢i poméhali s pfipravou predchozi knihy, za jejich p¥inos pro
tuto knihu, byt'nevédomy a nepfimy. Konkrétné bych chtél podékovat Petrovi
Jaruskovi a Janovi Ryglovi za komentéare k dil¢im cvicenim. Martin Herodek
znakladatelstvi Computer Press pomohl knihu vylepsit po obsahové i typogra-
fické strance. Podékovani také patfi moji Zené Barce za jeji vytrvalou podporu
nejen pii psani.

Radek Peldnek



1 O knize

Muysl neni nadoba, kterou je potieba naplnit, ale oheri, kteryj je potieba
zapilit.
Plutarchos

Aby se ¢lovék naucil programovat, musi se naucit zdkladni pfikazy a postupy
(trochu mysl naplnit), ptedevsim vSak potfebuje hodné trénovat, zkouSet a pro-
cvicovat. Aby u toho trénovani ¢lovék vydrzel, mél by byt zapileny. JenZe na
¢em trénovat programovéni, aby to bylo zajimavé? Na programovani roz-
séhlych, prakticky uzite¢nych programt zacate¢nik jesté nema a ucebnicové
ptiklady jsou ¢asto nudné, takZe u nich ¢lovék nevydrZi.

K tomu pravé slouzi tato kniha — poskytuje nameéty na zajimava programa-
torské cviceni, slouzici k procviceni a tréninku. Pfiklady jsou voleny tak, aby
byly atraktivni a zajimavé, takZe ¢lovéka, ktery ma alespori trochu informatic-
kého ducha a nadSeni, vtdhnou natolik, Ze si vydrzi s nimi hrat, diky ¢emuz
dobfte potrénuje.

Kniha neni zaméfena na zadny specificky programovaci jazyk. VSechny
ptiklady jsou zvladnutelné ve vSech bézné pouzivanych programovacich ja-
zycich, a to véts§inou s docela zdkladnimi prvky jazyka, tj. bez pouziti pokro-
¢ilych vlastnosti jazyka a specialnich knihoven. Pfedpoklada se, Ze ¢tenai ma
k dispozici u¢ebnici konkrétniho programovaciho jazyka, ktery pouziva.

Kniha slouZi nejen k procviceni zédkladnich programatorskych konstrukci,
ale i k procviceni algoritmti. I po této strance je kniha pfedevsim cvic¢ebnici
a nikoliv samonosnou ucebnici. Klicové pojmy jsou v knize stru¢né popsany
a vysvétleny, nicméné tento popis je minén jako pfipomenuti pojmd, které jiz
¢tendf slySel, resp. inspirace pro to, co by si mél dostudovat. Opét se pred-
poklada, ze ¢tenar ma k dispozici ucebnici algoritmizace (napi. Skiena, 1998;
Wroblewski, 2004; Cormen et al., 2001; Kucera, 2009) nebo prosel relevant-
nim odbornym kurzem. Pokryta latka vétSinou spadéa do uciva probiraného
v 1. ro¢niku na informatickych vysokych skolach.

Kniha obsahuje Sirokou $kélu piikladt od velmijednoduchych az po mys-
lenkové i programéatorsky naro¢né projekty. Také dil¢i dlohy obsahuji podtlohy
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s rliznou sloZitosti. Ctenaf tedy vZdy mtiZe najit pfiklad, ktery odpovidé jeho
momentalnim schopnostem, naladé, casovym moZznostem a tomu, co si chce
procvicit. Pribézné, jak se bude zlepSovat, zde navic najde stale nové vyzvy.
Kniha pfijde vhod nékolika skupindm ¢tendfam:
e studentim, ktefi se uc¢i programovat a psat efektivni algoritmy, pro sa-
mostudium a trénink,
o uciteltim, ktefi vyucuji programovani a hledaji ndméty na cviceni, zadani
domécich tloh a projekt,
e zkuSenym programétortim, ktefi se u¢i novy jazyk a chtéji si jej procvicit
na pfikladech, pfipadné si chtéji procvicit své ,programétorské svaly”
na zajimavych pfikladech.

1.1 Ulohy a jejich popisky

Problémy, které stoji za iitok, prokdZou svoji cenu tim, Ze titok opétuji.
P. Erd6s

Ulohy jsou rozdéleny do nékolika tematickych oblasti, které sdileji zakladni
rysy. Pro kaZdou tdlohu je uveden odhad obtiZnosti, stru¢ny styl tlohy, popis
zadani, dopliiujici komentaf a ¢aste¢né poznamky k feSenim.

Kniha obsahuje velmi rozmanité typy tloh. Nékteré jsou pfimocaré, v za-
dani je celkem jasné popséno, co délat, staci to ,jen” implementovat. Jiné jsou
ndpadové — vysledny program je velmi kratky a nevyZaduje nic sloZitého, ale
je poteba vhodny ndpad, na ktery nemusi byt snadné piijit. U jinych piikladc
se zase naopak hodi netrividlni teorie ¢i pojmy;, ale ty jsou stru¢né vysvétleny,
takZe jde hlavné o to popis pochopit, dohledat si v pfipadé potieby detailnéjsi
vysvétleni a zvladnout popis prevést do funkéniho programu. Zakladni styl
tlohy je vzdy stru¢né shrnut na zacatku popisu tlohy.

Kromé slovniho popisu stylu je pro snadnéjsi orientaci uvedeno i ¢iselné
hodnoceni obtiznosti tloh. Toto hodnoceni obtiznosti je rozdéleno na dva
aspekty: ndpad, tedy jak ndro¢né je pfijit na hlavni myslenku feseni, algoritmus
a vhodnou reprezentaci dat, a kédovini, tedy jak néro¢né je program napsat
a odladit.

Obé kategorie jsou pouze pfiblizné odhady a slouZi pfedevsim k relativ-
nimu porovnani tloh. Absolutni obtiZnost pochopitelné z4visi na zkuSenos-
tech fesitele. Obé obtiZnosti jsou hodnoceny na stupnici 1-5. Vyznam jednot-
livych stupiiti pro zacate¢nika a experta je ilustrovan v tabulce 1.1. U vétsiny
aloh je pro ndpad i kédovani uveden interval, protoze dlohy typicky obsa-
huji nékolik podtloh, jejichZ obtiznost se lisi. Podilohy jsou vétsinou uvedeny
v poradi rostouci obtiZnosti.
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Tabulka 1.1: Kategorie obtiznosti

Napad Zacatecnik Expert
1 vcelku jasné zfejmé
2 trocha rozmysleni rutina
3 tézke trocha rozmysSleni
4 hranice moznosti tézke
5 nefesitelné hranice moznosti
Kédovani Zacatecnik Expert
1 20 min. 5 min.
2 1 hod. 15 min.
3 pul dne 1 hod.
4 nékolik dni 2-6 hod.
5 pulroéni projekt intenzivni vikend

Dale pak nasleduje samotny popis tlohy. Zaddni je zakladni popis cilt
ulohy. Po pfecteni tohoto textu je mozné zacit fesit, v pfipadé pouziti ve vyuce
je tento text uréeny pro studenty. Nasleduje komentdr k tloze, ktery obsahuje
souvislosti a zdkladni rady, jak k problému pfistupovat. Komentate ob¢as pro-
zrazuji i zakladni mySlenky vhodnych algoritmi & skryté , finty”, jak k zadani
pfistoupit. Ambiciézni ¢tenédt by tedy mél tlohu zkusit vyfesit bez ¢teni ko-
mentaid.

Na konci knihy jsou uvedena vybrana resent, kterd detailnéji osvétluji za-
jimavé body z postupu, ukazuji ptiklady moZnych programi, pfipadné od-
povédi na konkrétni otdzky poloZené v zadani. Jde vSak opravdu pouze o vy-
brand feSeni, rozhodné nejsou rozebrany vsechny pfiklady a varianty. To neni
zadouci, nékteré problémy jsou zamérné ponechény oteviené pro vlastni zkou-
mani a projekty.

V feSenich jsou uvedeny ukéazky kédu v jazyce Python. Jazyk Python byl
pro ukézky zvolen proto, Ze jde o ¢isty vysokotroviiovy jazyk, ktery byva
obcas oznacovéan za ,spustitelny pseudokod”. Ukazky kédu by tedy mély byt
pochopitelné i bez znalosti tohoto konkrétniho jazyka. Python je programovaci
jazyk, ktery se rozhodné vyplati naucit, nicméné pro porozumeéni této knize
neni jeho znalost nijak z&dsadni.
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1.2 Jak knihu pouzivat

Bud’ to udélej, nebo ne. Neexistuje Zidné ,zkusim”.
Yoda ve filmu Impérium vraci tider

Knihu 1ze vyuZivat raznymi zptsoby: k samostudiu, ve vyuce ke kratkym
cvi¢enim, k zaddvani domaécich tloh nebo i rozsahlych projektt. Nasleduje
nékolik komentaid a doporuceni ke kazdému stylu.

V pripadé samostudia je diilezitd pevna vile — nespokojit se pouze s jed-
noduchymi pfiklady a nedivat se hned na feSeni. MtiZe byt vhodné najit si
partnera, se kterym budete piiklady fesit soubézné. MiiZete tak soutézit, kdo
zvladne dlohy vyfesit rychleji ¢i efektivnéji, a také mtiZzete sva feSeni porovna-
vat. U mnoha tloh existuje nékolik riznych feSeni a porovnanim vice riznych
feSeni se mliZete hodné naucdit.

U pouziti ve vyuce, pfedevsim pokud programovani probihd v hoding,
ktera mé fixni konec, je dtleZité vybrat pfiklady spravné obtiZnosti. Pfede-
vs$im je dtilezité, aby obtiznost nebyla pfili§ vysoka. Pokud studenti v ptilce
hodiny zjisti, Ze je nad jejich sily dokoncit pfiklad v dostupném case, jsou
demotivovani, uz se p¥ili§ nesoustiedi a tim pddem i nic moc nenauci. P¥imo
varianty a rozsifeni nechat jako domaci tikol, u kterého neni tak kratky ¢asovy
limit.

U domacich dloh je dnes samoziejmé problém s vyhleddvanim na Inter-
netu. Do knihy jsou zaclenény tdlohy zajimavé a osvédcené, coz ovSem zna-
mena, Ze jde ¢asto také o tilohy zndmé a rozsitené. Resenf mnoha tloh lze tedy
¢asto vcelku snadno najit na Internetu (pfedevsim pokud hleddme anglické
verze pojmt). Pokud jsme si tohoto problému védomi, 1ze mu vcelku rozumné
pfedchézet. Snadno vyhledatelné feSeni vétsinou nejsou presné v té podobé,
jak je zde zadano, a pokud navic tlohu trochu pozménime ¢i pifejmenujeme,
¢asto se da snadnému vyhledani zabranit.

Navic schopnost ,,vyhledat si zdklad feSeni a to pak jen vhodné upravit”
neni sama o sobé nijak $patnd, naopak u praktickych aplikaci programovéni
to je preferovany postup. I tuto schopnost mtize byt uZitecné trénovat, takze
u nékterych pfikladt mtize byt rozumné pouZiti tohoto pfistupu podporovat.
Konkrétné napiiklad u cviceni ,, Experimenty s fadicimi algoritmy” studenty
podporuji v tom, aby si fadici algoritmy vyhledali a pouze pfevedli do jednot-
ného stylu a aby se soustfedili na experimentalni porovnéni.

Pti pouziti p¥ikladi jako zadani projektt vyuZzivejte zde uvedené zadéani
pouze jako vychozi bod. Resitel projektu by mél zkusit vymyslet vlastni rozsi-
feni a variace a zkusit si sim poloZit zajimavou otdzku o dloze.
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1.3 Scénare pouziti

Cim tordéji pracuji, tim vic se zdd, Ze mam $tésti.
T. Jefferson

Forméatknihy vynucuje linearni fazeni ptikladi, ovSéem moznych kritérii, podle
kterych 1ze pfiklady fadit, je cela fada: napiiklad obtiZnost, metoda feSeni,
téma, typ vstupu a vystupu. V této knize je zvoleno tematické fazeni p¥ikladda.
Priklady, které jsou zafazeny za sebou, tedy sdileji podobné téma, ale mohou
se vyrazneé liSit v ostatnich aspektech, pfedevsim v obtiznosti. To znamena, Ze
neni dobry népad fesit pfiklady v knize isté sekvencné.

Pro vybér vhodného prikladu slouZi informace uvedené na zac¢atku popisu
kazdého piikladu a dale pak tato a nasledujici kapitola, které udéavaji prehled
ptikladt roztfidénych podle rtiznych kritérii. V této kapitole jsou pfiklady roz-
tfidény podle stylu pouziti, v nasledujici pak podle metod navrhu algoritm,
které se pii feSeni pouzivaji.

Zde uvedené seznamy berte jen jako zakladni orientaci. To, Ze pfiklad neni
uveden v urcité kategorii, jeSté neznamend, Ze by nemohl byt pro dané tcely
vhodny.

Uplni zadateénici
Zacneme piiklady vhodnymi pro tvodni kurz programovani, tedy pro ty, kdo

neumi viibec programovat. Pfiklady jsou fazeny v potadi, v jakém je vhodné
je prochazet:

e 4.2 Zelvi grafika: zéklady — pokud pouzivate jazyk, ktery ma snadno
pouzitelnou knihovnu pro interpretaci pfikaza Zelvi grafiky (napi. Py-
thon), je toto cviceni nenaro¢né a ptitom efekini (pomoci par piikazt
jdou kreslit zajimavé obrazky), takZe jde o vhodné prvni cviceni.

o Priklady z kapitoly Pocitani s ¢isly, konkrétné: 3.1 Hratky s ¢isly, 3.2 Vy-
pisy posloupnosti, 3.3 Collatztiv problém, 3.4 Néhodna prochéazka,
3.5 Délitelnost a prvocisla — u téchto piikladt vysta¢ime pouze s jed-
noduchymi syntaktickymi prvky jazyka (celo¢iselné proménné a cykly),
priklady jsou také vhodné pro predstaveni konceptu funkce.

e 3.7 Fibonacciho posloupnost — pfedstaveni jednorozmérného pole,
ukazka rtznych pohledd na problém.

o 4.1 Textova grafika — opét problémy vyuzivajici jen zdkladni syntaktické
konstrukce, jen vice obrazkové a obcas vyzadujici mirny napad.

o 5.2 Transpozi¢ni Sifry, 5.3 Substituce a kddovani — vhodné pro pfedstaveni
fetézct a prace s nimi.
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7.2 Hadani ¢isla, 7.3 Obésenec, 7.5 Hra Nim — vhodné pro pfedstaveni na-
¢itani vstupu od uZzivatele (pfipadné ze souboru) a vyzkouseni interakce
s uzivatelem. Pfiklady také ilustruji zajimavé a pfitom vcelku snadno
zvladnutelné algoritmy.

4.3 Zelvi grafika: fraktaly, 6.3 Hanojské véZe — predstaveni konceptu
rekurze.

6.1 Ciselné bludisté, 6.5 Hledéni cest v bludisti — prace s dvojrozmérnym
polem, pfedstaveni zdkladnich grafovych algoritm@ (prohledavéni do
sfiky).

8.4 Experimenty s fadicimi algoritmy —prace s polem, ilustrace klasickych
algoritmf.

Priklady z kapitoly 3 Pocitani s ¢isly jsou realizovatelné tfeba i v tabulkovém
editoru a mohou tak poslouzitjako zdkladni tvod do algoritmizacei v pfipadé,
kdy neni ve vyuce ¢as na probrani obecného programovaciho jazyka.

Trénink algoritmizace

Nasledujici priklady pfijdou vhod, pokud se chceme zaméfit primarné na
trénink algoritm® a metod navrhu algoritm@ a chceme pfiklady, které jsou
zvladnutelné pfi dobrém népadu relativné rychle a pomoci kratkého kédu:

3.10 Permutace, kombinace, variace

4.7 Konvexni obal

4.8 Triangulace

5.5 Pfesmycky

6.3 Hanojské véze

6.6 Generovani bludist’

7.7 Jednorozmérné piskvorky

8.1 Rozmeénovani minci

8.3 Problémy s fetézci a posloupnostmi
8.4 Experimenty s fadicimi algoritmy

Podrobnégjsi rozbor rznych metod navrhu algoritmii je uveden v nasledu-
jici kapitole.

Ucéeni nového jazyka

Pro ty, kdo uZ umi programovat, pouze se u¢i novy programovacijazyk a chtéji
jej natrénovat na zajimavych prikladech, se mohou hodit nésledujici pfiklady:

3.9 Vypocet Pi — zajimavé experimenty, které pfitom vyZzaduji jen mani-
pulaci s ¢iselnymi proménnymi (vhodné pro prvni sezndmeni s jazykem).
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e 6.1 Ciselné bludisté — jednoducha logicka tloha pro procvideni prace
s dvojrozmérnym polem.

e 5.2 Transpozi¢ni Sifry, 5.3 Substituce a kédovani — procviceni zdkladni
prace s fetézci a poli.

e 7.6 Tetris (interaktivni verze) — komplexni procvic¢eni mnoha aspektti
jazyka (interakce s uzivatelem, reprezentace dat, ¢as), pficemz celkové je
program docela kratky a vysledek relativné efektni.

Vyzvy pro zkusené programatory

Pro zkusené programatory, ktef'i se nechtéji u¢itnovy jazyk nebo algoritmus, ale

cht&ji vyzvu svych schopnosti, zkusit sinéco ,,proradost z programovani” nebo
potrénovat na programatorskou soutéz, se mohou hodit nasledujici pfiklady.

e Vyse uvedené piiklady na trénink algoritmizace.

o Priklady z kapitoly 8 Klasické informatické problémy, a to nejlépe bez
¢teni doprovodného komentafte.

° Ulohy 3.10 Permutace, kombinace, variace, 4.3 Zelvi grafika: fraktély,
4.4 Sierpinského fraktal. Tyto tllohy maji kratké elegantni feSeni, ale neni
uplné snadné je vymyslet.

e Hry a logické dlohy, konkrétné napi. 6.11 Sokoban, 7.6 Tetris,
7.8 Piskvorky. Zakladni verze her v textovém reZimu lze napsat do-
cela rychle, také heuristiky pro umélou inteligenci mohou byt s dobrym
napadem kratké, poskytuji prostor pro soutéZeni o to, kdo napiSe neja-

spésnéjsi program, a také déavaji Siroky prostor pro rozsifeni.
e 5.4 Rozlomeni Sifer — tato tiloha obsahuje otevienou a zajimavou vyzvu

vvvvvv

A

ZkuSeni programatofi si pak také mohou tlohy rozsifit tim, Ze prekroci
ramec psani klasickych sekvenc¢nich programt vyuzitim paralelizace u vypo-
¢etné narocnych problémfi, napi. 6.11 Sokoban, 6.8 Jak navstivit vSechna pole
miizky? nebo 4.6 Mandelbrotova mnoZina s velkou pfesnosti. MtiZete zkusit
co nejefektivnéji vyuzit vicejadrové procesory nebo provést vypocet v distribu-
ovaném prostfedi. Jinym zptisobem rozsiteni zadani mtize byt realizace tloh
formou interaktivni webové aplikace nebo aplikace pro mobilni telefon — pro
tento styl jsou vhodné pfedevsim hry a logické tlohy, ale zajimavé mohou byt

i nékteré geometrické problémy a tlohy s obrazky.
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Projekty

Jako témata semestralnich (ro¢nikovych) projektti, pfipadné i jako inspirace
pro témata bakalafskych ¢i diplomovych praci, se mohou hodit nésledujici
priklady:

e Sifrovaci systém — kombinace témat z kapitoly 5 Sifrovan{ a prace s tex-
tem. Program dostane text a bude ho umét zaSifrovat a desifrovat riiz-
nymi zptsoby.

e Uloha 6.6 Generovani bludist'a generovéni zadan{ u dalsich logickych
uloh.

o Slozitejsi logické tlohy a hry: 6.9 Polyomina, 6.10 Sudoku, 6.11 Sokoban,
7.6 Tetris, 7.8 Piskvorky.

e 7.9 Souboje virtudlnich robot.

o 8.6 Grafové algoritmy.

e Problémy s experimentdlni slozkou, jako jsou 8.4 Experimenty s fadicimi
algoritmy.

o Naméty z kapitoly 9 Dalsi naméty.



2 Prehled pojmu

Do priisvihu nds nikdy nedostane to, co nevime. Dostane nds tam to, co
vime pfilis jisté, a ono to tak prosté nent.
Y. Berry

Tato kniha slouzi jako cvi¢ebnice, nikoliv jako kompletni uéebnice. U jednotli-
vych ptikladiijsou vétSinou hlavni myslenky vysvétleny, predpoklada se vsak,
Ze ¢tendf umi programovat v néjakém programovacim jazyce a zné zékladni
pojmy z informatiky. Pro zékladni pfehled pozadi, na kterém kniha stavi,
slouZi tato kapitola, kterd podava stru¢ny pfehled pojmii pouZitych v knize.
Rozhodné neni nezbytné viechny uvedené pojmy ovladat, nékteré z nich se
vyuZiji pouze v nékolika malo tézsich prikladech.

Pro kazdy pojem je déan stru¢ny popis, ktery slouzi primarné pro ptipo-
menuti, nikoliv pro vysvétleni. Pokud se ¢tenéf s nékterym z pojmii nesetkal,
je vhodné si pfed feSenim piiklad®i souvisejicich s danym pojmem téma blize
dostudovat. Vyklad zminénych pojmfi Ize najit v mnoha ucebnicich, viz napf.
Skiena, 1998; Wroblewski, 2004; Cormen et al., 2001; Kucera, 2009. U mnoha
zakladnich pojmii nabizi dobré vysvétleni i Wikipedie.

Ke kazdému pojmu je uveden i seznam piikladti, ve kterych se dany pojem
vyskytuje. Tyto pfiklady poslouZzi jako ndzorna ilustrace uvedeného stru¢ného
popisu. Soucasné lze tuto kapitolu vyuzit i jako zdroj namétti ve chvili, kdy se
ucite néjaky pojem a chcete si jej dobfe procvicit.

2.1 Slozitost

Diive nez se podivame na techniky ndvrhu algoritmd, pfipomenime si, jak
poméfujeme vykon algoritmi. Pfimocary piistup by byl spustit algoritmy na
konkrétnim vstupu, zméfit jejich rychlost a podle toho urcit ,vitéze”. Takovy
pfistup mé vSak ziejmé nevyhody: vysledek zavisi na pocitaci, na kterém
algoritmy spoustime, a na volbé konkrétnitho vstupu. Proto se k porovnani
algoritmti vétSinou pouZivé jiny pfistup: neméfime ¢as béhu na konkrétnim
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pocitaci, ale pocet operaci, které algoritmus provadi, a nezajima nas délka
vypoctu na konkrétnim vstupu, ale funkce urcujici, jak délka vypoctu zévisi
na velikosti vstupu.

Slozitost algoritmu pak vyjadfujeme pomoci O( f(n)) notace, ktera ¥ika, ze
délka vypoctu algoritmu je funkce f zavisejici na velikosti vstupu n (,aZ na
konstantni ndsobek”). Nasledujici vycet udava piiklady, ve kterych se sloZitost
algoritmti rozebird, a zminuje sloZitost algoritmt vyskytujicich se v feSeni
ptikladu:

e 8.4 Experimenty s fadicimi algoritmy — praktické vyzkouseni rozdilu

mezi algoritmy s kvadratickou sloZitosti O(n?) a sloZitosti O(n log(n)).
e 7.2 Hadani disla — typicka ilustrace algoritmu s logaritmickou sloZitosti

O(log(n)).

¢ 4.7 Konvexni obal — algoritmus se slozitosti O(nlog(n)).

e 8.3 Problémy s fetézci a posloupnostmi — zde mame problémy, kde naivni
feSeni ma exponencialni slozitost O(2"), ale pomoci vhodného algoritmu
miZeme dosdhnout kvadratické sloZitosti O(n?).

e 5.5 Pfesmycky — ptiklad uzite¢ného algoritmu s exponencialni sloZitosti
O(2™) (ve vétsiné pfipadl jsou exponencidlni algoritmy pro redlné pro-
blémy nepouZitelné).

2.2 Rekurze a metoda rozdél a panuj

Metoda ,rozdél a panuj” je zaloZena na tom, Ze problém rozdélime na pod¢asti,
které jsou vzajemneé nezavislé a pokud mozno maji podobnou velikost, a tyto
podcasti vyfesime samostatné. Na zékladé feSeni podproblémt pak zkonstru-
ujeme feSeni kompletniho problému. Typickym pfikladem pouziti této metody
je fazeni posloupnosti pomoci metody , fazeni slu¢ovanim” — posloupnost roz-
délime na dva stejné dlouhé tseky, kazdy z nich samostatné sefadime a vzniklé
dvé sefazené posloupnosti spojime do vysledné sefazené posloupnosti.

Jak ukazuje tento priklad, algoritmy navrzené pomoci metody rozdél a pa-
nuj typicky vedou na pouziti rekurze, tj. volani sebe sama — funkce pfi svém
vypoctu vold sebe samu, pouze s jinymi hodnotami parametrti. Variaci na me-
todu ,rozdél a panuj” je metoda ,pfeved na ptedchozi ptipad”, nazyvana téz
,zmen$i a panuj”. V tomto pfipadé feSeni problému o velikosti n vyjadiime
pomoci feSeni problému o velikosti n — 1. Typickym piikladem pouZiti této
metody je problém Hanojskych vézi.

Cvi¢eni vyuZivajici uvedené metody: 7.2 Hadan{ ¢isla, 4.3 Zelvi grafika:
fraktaly, 4.4 Sierpiniského fraktal, 6.3 Hanojské véze, 6.4 Pokryvani mfizky,
3.7 Fibonacciho posloupnost (pfiklad nevhodného pouZiti rekurze), 8.5 Vy-
hodnocovani vyrazu.
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Dalsi standardni problémy, u kterych lze vyuzit tento p¥istup (nerozebi-
rané detailné v této knize): fadici algoritmy (quicksort, fazeni slu¢ovanim),
binarni vyhledavaci strom, hledani dvojice nejbliZsich bodi, Strassentiv algo-
ritmus pro nasobeni matic, efektivni ndsobeni celych ¢&isel, rychld Furierova

transformace.

2.3 Dynamické programovani

Dynamické programovani je technika pro fesSeni problémt, které jdou rozlozit
na vzajemné se prekryvaji podproblémy. Hlavni rozdil oproti vySe uvedené
metodé rozdél a panuj spoc¢iva v pfekryvani podproblémt. U metody roz-
dél a panuj potiebujeme, aby podproblémy byly nezavislé. U dynamického
programovani naopak stavime na pfekryvech podproblémi, pficemz potie-
bujeme, aby feSeni problému $lo vzdy vyjadfit jako kombinace feSeni mensich
podproblémii. Redeni pak budujeme ,,odspodu”. Nejdiive vyfesime nejmensi
podproblémy a pomoci nich pak budujeme feSeni rozséhlejSich podproblém.
Program typicky funguje tak, Ze si definujeme ,tabulku”, do které ukladame
diléi feSeni a kterou postupné vypliujeme od jednoho konce. Alternativné
lze dynamické programovani implementovat ,,odvrchu” za vyuZiti rekurze,
pfi¢emZ si musime pamatovat vysledky rekurzivnich voléni, aby zbyte¢né
nedochézelo k opakovani vypoctu.

Cviceni, ve kterych se dynamické programovani vyuziva (ob¢as jen v dil¢i
varianté zadani): 3.7 Fibonacciho posloupnost, 3.8 Pascaltiv trojihelnik, 7.5 Hra
Nim, 8.3 Problémy s fetézci a posloupnostmi, 8.1 Rozmérnovani minci, 4.8 Tri-
angulace.

Dalsi standardni problémy, u kterych lze vyuZit tento pfistup (nerozebirané
v této knize): Floydtiv-Warshalltv algoritmus pro hledani nejkratsi cesty mezi
vSemi pary vrcholil v grafu, optimalni uzdvorkovéni p¥i nasobeni matic.

2.4 Hladové algoritmy

Hladové algoritmy buduji feSeni v jednotlivych krocich a v kazdém kroku
délaji ,lokdlné optimdlni rozhodnuti “, tj. rozhodnuti, které se jevi jako op-
timalni na zakladé aktualni situace. Takové algoritmy byvaji jednoduché na
programovani a maji dobrou vypocetni slozitost. Nicméné jen malokdy vedou
k optimalnimu feSeni. I pokud nevedou k optimalnimu fesSeni, mohou pted-
stavovat dobrou zakladni heuristiku, takZe casto se vyplati zacit hladovym
algoritmem, pomoci néj ziskat intuici o problému, a pak teprve zacit vymyslet
vylepSeni.
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Cviceni souvisejici s uvedenymi pojmy: 8.1 Rozménovani minci (klasicka
ilustrace pouziti hladového algoritmu a toho, kdy nefunguje), 4.8 Triangu-
lace, 7.6 Tetris (zdkladni heuristiku pro ,,umélou inteligenci” pro tuto hru lze
realizovat hladovym algoritmem), ¢aste¢né 7.3 Obésenec.

Dalsi standardni problémy, u kterych lze vyuzit tento pfistup (nerozebi-
rané detailné v této knize): Huffmanovo kédovéni, Primtv a Kruskalav al-
goritmus pro hledéani kostry grafu, Dijkstrav algoritmus pro hledani nejkratsi
cesty v grafu.

2.5 Hruba sila a heuristiky

Hruba sila je pfimocary pfistup k feSeni problémti — prosté zkousime vSechny
mozné kombinace a ovéfujeme, zda fesi problém. Pfimocaré pouZiti hrubé sily
je tedy vétsinou neefektivni a pouzitelné pouze pro malé problémy. Nicméné
pokud vime, Ze vstupni data budou mit maly rozsah, mtize byt po pragmatické
strance pouZiti hrubé sily tim nejlepsim feSenim, protoZe implementace hrubé
sily je ¢asto vyrazné jednodussi nez implementace slozitéjsich algoritmi. Navic
¢asto ani zadny efektivnéjsi algoritmus nezname.

Pfimocarou hrubou silu miizeme navic ¢asto drobnymi tipravami vylepsit.
Zakladnim vylepsenim je ofezdvani. Na zdkladé ¢aste¢ného feSeni mtize byt
mozné rozhodnout, Ze dana vétev vypoctu je neperspektivni, a usetfit si tak
podstatnou ¢ast prohledévani. Tento pfistup vede k algoritmu ,, zpétného pro-
hledavani “ (backtracking), pfi kterém budujeme ¢astecné feSeni a pribézné ho
kontrolujeme. Pokud zjistime, Ze aktualni ¢astecné feSeni nemtiZe byt platnym
feSenim, opustime aktudlni vétev a vratime se k poslednimu platnému ¢as-
tecnému feSeni, které rozvineme novym smérem. Tento piistup se pfirozené
implementuje pomoci rekurze.

Dalsi moZnost, jak hrubou silu vylepsit, jsou heuristiky. Heuristika je po-
stup, ktery ¢asto pomtiZe, ale neni zaruceno, Ze funguje. Napiiklad pti bloudéni
bludistém je jednoduchou heuristikou , preferuj cesty vedouci pfimo k cili”.
Toto pravidlo odpovida hladovému algoritmu a samo o sobé je pro bloudéni
v bludisti nedostate¢né. MiZe nam ale pomoct urychlit prohleddvani pomoci
hrubé sily.

S témito pojmy souvisi mnoho cviceni. Zakladni hruba sila, tj. prosté
vyzkouseni vSech mozZnosti, se vyuzije u tloh 5.4 Rozlomenti Sifer, 5.5 Pre-
smycky a 7.4 Logik. Backtracking se pouZziva u tloh 6.7 Rozmistovani figur
na Sachovnici, 6.8 Jak navstivit vSechna pole mfizky?, 6.9 Polyomina, 6.10 Su-
doku. Prohled4vani s heuristikou se pouziva u tloh 6.11 Sokoban, 7.6 Tetris,
7.8 Piskvorky.
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2.6 Grafy a stavové prostory

Grafy slouzi k zachyceni vztahti mezi objekty a jsou klicovou datovou struk-
turou v informatice. Graf se sklada z vrcholt a hran, pficemz hrany zachycuji
vztah mezi dvéma vrcholy. Stavovy prostor problému je graf, ktery zachycuje
vSechny moZné konfigurace (vrcholy) a pfechody mezi nimi (hrany). Napiti-
klad obréazek 6.3 zachycuje stavovy prostor logické tlohy Hanojské véze.

Vyklad grafovych pojm Ize najit v mnoha ucebnicich nebo snadno i na
Internetu. Zde pouze zminime seznam zékladnich pojm, které jsou pouzivany
v popisech cviceni nebo se hodi ptifeSeni: cesta v grafu, délka cesty, vzdéalenost
vrcholt, strom, reprezentace grafu v pocitaci (seznamy naslednikii, matice
sousednosti), prohledavani do 8ifky, prohleddvéani do hloubky.

Zakladni grafové pojmy se vyskytuji v cvicenich 6.5 Hled4ni cest v bludisti,
6.6 Generovani bludist, 6.1 Ciselné bludisté a 8.6 Grafové algoritmy. Stavové
prostory jsou explicitné uvedeny v cvic¢enich 6.3 Hanojské véZe a 6.11 Sokoban.

2.7 Objektové orientované programovani

Objektové orientované programovani je programovaci paradigma zaloZené
na vyuZiti objekti — datovych struktur zastfeSujicich data a funkce pracujici
s témito daty (metody). Objektové orientované programovani je klicové pii
programovéni ,,ve velkém”. Cvi¢eni uvedena v této knize se zaméiuji na pro-
gramovani , v malém” a na procviceni algoritmizace, takze pouZiti objektti
neni nezbytné. U nékterych pfikladh vSak je vyuZziti objekti smysluplné a pti-
rozené. V téchto piipadech je vhodné objekty vyuZivat a procvicit sije. VétsSinou
jde pouze o zékladni vyuZiti objektt, typicky pro zapouzdieni a zpfehlednéni
kédu diky eliminaci globalnich proménnych. Pokrocilejsi prvky, jako je poly-
morfismus a dédi¢nost, se vétSinou nevyuZiji.
Vhodné dlohy pro vyuziti objektové orientovaného programovani:
taci stavu tlohy): 6.9 Polyomina, 6.11 Sokoban, 6.10 Sudoku, 7.6 Tetris,
8.2 Simulator hry Zivot,
e souboje strategii (reprezentace jednotlivych strategii pomoci objekttt):
7.1 Kamen, ntizky, papir, 7.8 Piskvorky, 7.9 Souboje virtudlnich robott,
e cviceni na Sifrovani (5.2, 5.3, 5.4) pfi zkombinovani nékolika zadani do
vétsiho Sifrovaciho systému,
e vétsina logickych tloh a her pfi rozsifeni zadéani o interaktivni grafické
uzivatelské rozhrani.
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2.8 Grafika

Vétsina prikladi ma &isté textové vstupné-vystupni chovani, takZe neni pro-
blém je realizovat témét v jakémkoliv programovacim jazyce. Cést p¥ikladt
vsak vyuZiva i grafiku. Realizace grafiky mtiZze byt pro zac¢inajici programatory
v nékterych programovacich jazycich trochu naro¢na. Bylo by v3ak skoda ne-
chat se odradit, protoze ptiklady s grafickym vystupem jsou atraktivni. Navic
zde zminéné priklady vyuZivajijen nékolik zakladnich grafickych operaci a pii
vhodném pfistupu je Ize také docela snadno realizovat v jakémkoliv prostiedi.

Nejjednodussi moznost je textovd grafika — coz neni plnohodnotna grafika,
ale pouze simulace bitmapové grafiky pomoci textového vystupu. Nékdy se
tento styl grafiky nazyva téz ,ASCII art”. Takové , obrazky” mtizeme snadno
realizovat pomoci zédkladniho piikazu pro vypis. Pro vykreslovani sloZzitéjsich
obrazkt se hodi operace typu ,zapi$ znak A na pozici x, y”. V unixovych
prostiedich (a ¢astecné i pod Windows) se za timto tcelem vétSinou pouZiva
knihovna curses, kterd je v riznych obménach dostupné ve vice programo-
vacich jazycich.

Textovéa grafika je pouZita vyrazné v pfikladech 4.1 Textové grafika, 7.6 Tet-
ris, 8.2 Simulator hry Zivot a dale okrajové u vétsiny logickych tloh a her pro
vykreslovani zadani a feSeni tloh.

Grafické formaty, ve kterych pracujeme s jednotlivymi body, se nazyvaji
bitmapovd grafika. Obrazek je zde reprezentovan miizkou n x m bodd, velikost
miizky udava rozliSeni (kvalitu) obrdzku. Zakladni operace v bitmapové gra-
fice je pfikaz putpixel (x,y, c), ktery zakresli bod barvy c na soufadnice
x, y. Use¢ky, kruznice a dalsi geometrické objekty se vykresluji jako posloup-
nost jednotlivych bodti. Pokud obrazek v bitmapové grafice zvétSujeme, stava
se zrnitym.

Pro préaci s bitmapovou grafikou nabizi vétSina programovacich jazykt
podporu skrze specializovanou knihovnu. Bud' mame k dispozici platno (can-
vas), coz je samostatné okno, do kterého mtizeme vykreslovat, nebo ndm
knihovna dava pfistup k datové struktufe ,bitmapovy obrazek”, do které
muZeme zapisovat body a poté obrazek uloZit a prohlédnout si jej v béZném
prohliZeci obrazk.

Bitmapova grafika je pouzita v piikladech: 4.4 Sierpinského fraktal,
4.5 Bitmapova grafika, 4.6 Mandelbrotova mnoZzina.

Jiny zptisob reprezentace obrazkti predstavuje vektorovd grafika, ve které
je obradzek popsdn pomoci geometrickych tutvart. Napiiklad tsecka je za-
dana soufadnicemi krajnich bodti a nikoliv pevnym vyc¢tem bodt, jak je tomu
v bitmapové grafice (viz obrazek 2.1). KdyZ vektorovy obrazek zvétSujeme,
muizeme libovolné zlepSovat pfesnost, a obrazek se tedy nestane zrnitym. Pro
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Obrazek 2.1: llustrace bitmapové (vlevo) a vektorové (vpravo) grafiky

vétsinu piikladd uvedenych v této knize vystacime se zdkladni operaci vekto-
rové grafiky, kterou je vykresleni tsecky.

Podobné jako bitmapovou grafiku, i vektorovou grafiku miiZzeme ve vétsiné
programovacich jazykt realizovat pomoci vhodné specializované knihovny:.
Alternativni zptisob, ktery je zcela nezavisly na pouZitém programovacim
jazyce, nabizi format SVG (Scalable Vector Graphics). Jde o textovy format
zaloZzeny na XML, ktery mtiZeme snadno generovat programem. V8e, co pro
zvladnuti vektorového grafického vystupu potiebujeme, je tedy umét vypi-
sovat text do souboru a nastudovat si zdkladni syntax SVG, ktera je jedno-
ducha. Napftiklad pomoci nasledujiciho vypisu vytvofime obrazek obsahujici
dveé kolmé protinajici se tsecky (prvnije tu¢na a modra, druha tenka a zelena).

<svg version="1.1" xmlns="http://www.w3.0rg/2000/svg”>

<line x1="100" y1="0" x2="100" y2="200"
style="stroke-width:4; stroke:rgb(00,00,99);"” />

<line x1="0" y1="100" x2="200" y2="100"
style="stroke-width:1;stroke:rgb(00,99,00);"” />

</svg>

K prohlizeni SVG souborti 1ze pouZit libovolny webovy prohlize¢, umi je
zobrazit i mnoho grafickych programii, pomoci kterych mtizeme SVG soubor
zkonvertovat do bitmapovych formatti. Pro manudalni tpravy SVG souborti
lze vyuzit volné dostupny editor Inkscape.

Vektorova grafika je pouzita v piikladech: 4.2 Zelvi grafika: zéklady,
4.3 Zelvi grafika: fraktaly, 4.4 Sierpiriského fraktal, 4.7 Konvexni obal, 4.8 Trian-
gulace, 6.6 Generovani bludist. Dale ji Ize okrajové vyuzit i u dalsich logickych
tloh (napf. pfi generovani zadani).






3 Pocitani s Cisly

Ucel vypoctii je vhled, nikoliv ¢isla.
R. Hamming

Tato kapitola obsahuje nameéty na piiklady, které maji velmi jednoduché
vstupné-vystupni chovani: vesmés pouze nactou ¢isla a na vystup opét daji
¢isla. Pocitani s ¢isly pro vétsinu lidi neni tak atraktivni jako tfeba grafika,
logické tlohy nebo hry. Nicméné piiklady s ¢isly jsou vhodné jako tivodni
cviceni, protoZe k nim sta¢i velmi malo znalosti o syntaxi konkrétniho jazyka.
Vétsinou vystaéime s celociselnymi proménnymi, cykly, funkcemi a pfipadné
jednorozmérnymi poli.

Vétsina uvedenych zadani navic ilustruje zajimavé vlastnosti ¢isel ¢i al-
goritmtl, pfipadné se k tlohdm véaZou zajimavé souvislosti, jako napiiklad
historické zajimavosti nebo nevyfeSené oteviené problémy. Pokud o téchto
souvislostech vime, i jednoduché pocitani s ¢isly dostava na zajimavosti.

3.1 Hratky s Cisly

Napad: 1

Kédovani: 1

Styl ulohy:  Jednoduché cviceni na zikladni procviceni price s celoCiselnymi
proménnymi a s cykly.

Program nacte pfirozené ¢islo n a vypiSe vysledek vypoctu nad timto ¢islem.
Néaméty na vypocty:

. soucet prvnich n prlrozenych Cisel,

faktorial ¢isla n, tj. soucin prvnich n &isel,

celou ¢ast odmocniny z &isla n, tj. nejvétsi celé x takové, Ze 22 <n,
ciferny soucet ¢isla n,

pocet jednicek obsazenych v &isle n,

¢islo n zapsané pozpatku,

informace o tom, zda n je platné rodné ¢islo.

NO U N =
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Doplnujici komentar

Toto cviceni slouzi pfedevsim k procviceni cyklt. Z tréninkovych divoda je
uzite¢né vyfesit stejny tikol nékolika rtiznymi zptisoby. V feSenich na konci
knihy je napfiklad uvedeno 5 moznosti, jak zapsat feSeni prvniho tikolu. U pfi-
kladti1 4.-7. spoc¢iva zakladni princip v prochézeni jednotlivych cifer ¢isla. Toho
snadno dosahneme tak, Ze ¢islo postupné délime 10 a zkoumé&me zbytek po
déleni 10 (operace modulo).

3.2 Posloupnosti

Napad: 1-3

Kédovani: 1-2

Styl ulohy:  Procvicent price s celociselnymi proménnymi, s cykly a pripadné
poli.

Odhalte princip nésledujicich posloupnosti a poté napiste pro kazdou z nich
program, ktery dostane na vstup ¢islo n a na vystup vypiSe prvnich n ¢lenti
dané posloupnosti.

1. 1,2,3,4,5,6,...
1,3,5,7,9,11, ...
1,5,9,13,17,21, 25,29, ...
1,2,4,7,11,16, ...
1,2,4,8,16,32, ...
1,2,6,24,120,...
1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,...
2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43,47,53, 59, . ..
1,2,4,7,9,12,18, 24, 32, 38, 42, 50, 56, 64,71, 73,75, 81, . ..
1,11,21,1211, 111221, 312211, 13112221, 1113213211, ...
1,2,2,3,3,4,4,4,5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,8,8,9,9,9,9,9, 10, ...

7
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[

Dopliujici komentar

Principy posloupnosti jsou nasledujici:

1. pfirozena ¢isla,

2. licha ¢isla, tj. aritmetickd posloupnost s krokem 2,

3. aritmetickd posloupnost s krokem 4,

4. aritmeticka posloupnost 2. stupné —rozdily mezi ¢leny tvoii aritmetickou
posloupnost s krokem 1, tj. pfirozena &isla,
mocniny dvojky, tj. geometrickd posloupnost s krokem 2,

o1
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faktorialy,
useky pfirozenych ¢isel postupneé se prodluzujici délky,
prvocisla,
dalsi ¢len vznikne tak, Ze k aktudlnimu ¢lenu p¥i¢teme pocet jeho déliteld,
popis predchoziho ¢lenu, dalsi ¢len dostaneme tak, zZe predchozi ¢len
,pre¢teme nahlas”: ,jedna jednicka”, ,dvé jednicky”, ,jedna dvojka,
jedna jednicka”,

11. Golombova sebe-popisujici posloupnost, neklesajici fada kladnych ¢isel,

jejiz n-ty ¢len fady udava, kolikrat se opakuje ¢islo n.
Prvnich 6 posloupnosti 1ze vyfesit jednoduse pomoci jednoho for cyklu

a nékolika celo¢iselnych proménnych, dalsi 3 posloupnosti vyzaduji vnofené
cykly nebo pouziti pomocné funkce. Z uvedenych posloupnosti jsou nejné-

N

SO PXNR

posloupnosti, programétorsky jsou vcelku piimocaré. V pfipadé posloupnosti
s popisem pfedchoziho ¢lenu mtze byt vyhodnéj$i pracovat s ¢leny jako fe-
tézci spiSe nez jako s celymi ¢isly. Golombova sebe-popisujici fada vyZzaduje
pouziti jednorozmérného pole.

Mnoho dal$ich zajimavych ndmétt na zadani l1ze najit v internetové en-
cyklopedii celo¢iselnych posloupnosti (The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences, oeis.org). V této encyklopedii je uvedena také fada dopliiujicich
komentéfii a zajimavosti.

Zajimavym rozsifenim této tlohy je automatické dopliiovani fad — imple-
mentace ,,umélé inteligence”, kterd odhali princip posloupnosti a automaticky
ji doplni. Toto je realné jen pro relativné jednoduché posloupnosti,jako je prv-
nich 5 uvedenych posloupnosti. I tak tato varianta pfedstavuje tikol obtiZnosti
4-5.

3.3 Collatziiv problém

Napad: 1

Kédovani: 1

Styl ulohy:  Programitorsky jednoduché cvicent, které ilustruje velmi zajimavy
problém z teorie Cisel.

Pfedmétem tohoto cviceni je matematicky problém, ktery je zndm pod mnoha
rliznymi nazvy — kromé nazvu Collatziiv problém se mtiZete setkat téZ s ozna-
¢enim 3n+1 problém, Ulamtv problém, Syrakusky problém a spoustou dalsSich
jmen. Problém se tyka nasledujiciho postupu: , vezmi pfirozené ¢islo, pokud
je sudé, vydél jej dvéma, pokud je liché, vyndsob jej tfemi a pficti jednicku;
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tento postup opakuj, dokud nedostanes ¢islo jedna”. Program tedy vypada
nasledovné:

def collatz (n):

while n != 1:
print n
ifn%$ 2 =20

n=mn/2
else:

n = 3*n + 1

[ustrujme postup na piikladu. Pokud za¢neme v &isle 7, dostaneme nésle-
dujici posloupnost: 7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1. Ackoliv
je definice postupu jednoduchd, vysledné chovéni je velmi zajimavé. JiZ na
ptikladu zacinajicim v &isle 7 je vidét, Ze chovani vypada docela , chaoticky”.
A kdyZ za¢neme ¢islem 27, potfebujeme dokonce 111 krokti, neZ se dostaneme
na ¢islo 1 a jako jeden z mezivysledk(i dostaneme ¢islo 9232. Priibéh téchto
dvou posloupnosti je graficky zndzornén na obrazku 3.1.

KdyZz mame takto definovany postup, nabizi se nasledujici otazka. Plati, Ze
at’za¢neme v libovolném pfirozeném ¢isle, skonéi posloupnost v jednicce? Tato
otazka ¢ini uvedenou posloupnost znamou, protoze nikdo totiZ zatim nezna
sjistotou odpoveéd'. Collatzova (nebo téz Ulamova) hypotéza k4, Ze odpoveéd’
na uvedenou otazku je ,ano”. Experimentélné bylo ovéfeno, ze i pro velmi
vysoka ¢isla se vypocet nakonec dostane do jednicky, takZe vétSina lidi véfi,
Ze hypotéza plati. Nicméné matematicky dikaz zatim nemame a problém je
stale otevfeny.

V ramci naseho cviceni se nebudeme poustét do feSeni obtiznych matema-
tickych problémii, ale vyuzijeme téma k nékolika jednoduchym programator-
skym cvi¢enim:

1. Pro zadané &islo vypocitejte posloupnost vygenerovanych ¢isel a tuto
posloupnost zobrazte graficky (podobné jako na obrazku 3.1 A).

2. Pro ¢isla od 1 do n vypocitejte, kolik krokt potfebujeme, neZ se do-
staneme do jednic¢ky. Hodnoty vykreslete grafem — pro malé n vypada
vysledny graf vcelku ndhodné, pro velké n se vSak objevi zajimava struk-

tura (viz obrézek 3.1 B).

3. Podobné jako predchozi bod, nezobrazujte vSak pocet kroki, ale maxi-
malni hodnotu, na kterou v priibéhu vypocétu narazime (napt. pro zacatek
v Cisle 7 je touto maximéalni hodnotou 52).

4. Pro které ¢islo od 1 do 100 000 potiebujeme nejvice krokii, neZ dospéjeme
do jednicky? Jaké je maximalni ¢islo, které se v pfislusné posloupnosti
objevi?
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Obrazek 3.1: Collatzdv problém — grafy

5. Rekordman je takové ¢islo x, pro které je pocet potfebnych krokt
nez pro jakékoliv y < z. Posloupnost rekordmanti za¢ina 1, 2, 3, 6,

vetsi
7,9,

18, 25, 27, 54. Najdéte vSechny rekordmany do 100 000.

6. Vyzkousejte jiné funkce podobného typu a prozkoumejte jejich chovani.
Co se napiiklad stane, kdyZ vyraz 3n + 1 nahradime za 3n — 1? Pak uz
uvedend hypotéza neplati — kdyZ zacneme ve vhodném ¢isle, vypocet se
zacykli a nikdy se nedostane do jednicky. Najdéte takové ¢islo.

Dopliujici komentar

Pokud bychom se chtéli problémem zabyvat pro vysoka &isla, bylo by smys-
luplné snazit se program optimalizovat napfiklad pomoci ukladani mezivy-
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sledk. Pro hodnoty uvedené v zadani (do 100 000) viak bohaté staci pfimocaré
feSeni bez jakychkoliv optimalizaci — prosté piepiSeme funkci pro pocitani
posloupnosti a pak ji opakované volame. Pro grafické zobrazeni vysledki
muZeme vyuzit knihovnu pro zobrazeni grafd, jeZ je dostupna ve vétsiné pro-
gramovacich jazykt. Klidné ale miizeme pouZit i béZny tabulkovy procesor,
do kterého zkopirujeme vysledky naseho programu.

3.4 Nahodna prochazka

Napad: 1-2
Kédovani: 1-3
Styl ulohy:  Jednoduchi cvicent s vyuZitim generdtoru nihodnych cisel.

Néahodné prochazka je postup spocivajici v mnoha opakovanych nahodnych
krocich. Jde o jednoduchy matematicky princip, ktery v8ak dobfe modeluje
mnoho realnych jevi a je intenzivné studovan v oblastech, jako je fyzika, fi-
nance nebo biologie. Pro ti¢el tvodniho programétorského cviceni se zaméfime
pouze na jednoduché variace na toto téma:

1., Opilcova prochazka” probiha na jednorozmérném planu velikosti n. Na
levém konci planu je domov, na pravém hospoda. Opilec se na zac¢atku nachazi
na poli &islo k. V kazdém kole se opilec s pravdépodobnosti p pohne smérem
k hospodé a s pravdépodobnosti 1 — p smérem domti. Prochdzka konc¢i, kdyz
opilec dorazi do hospody nebo domi.

2. ,,Nahodna prochazka ve 2D” probih4 na mfizce velikosti n X n, za¢indme
uprostied, v kazdém kroku se pohneme se stejnou pravdépodobnosti na jednu
ze 4 sousednich bunék. Prochdzka kon¢i, kdyZ narazime na kraj m¥izky.

3. Zjednodusené ,,Clovéée, nezlob se” se hraje na hracim planu velikosti
n a pouze s 1 figurkou. Figurka se posunuje podle hodt kostkou, tj. podle
nahodné generovanych ¢isel od 1 do 6. KdyZ padne ¢islo 6, hdzime znova a ¢isla
s¢itame. Figurka se posunuje o celkovy soucet. Hra kon¢i, jakmile dorazime
na posledni pole, pficemZ se musime trefit pfesné na posledni pole. Pokud se
netrefime, figurka stoji.

Zakladni dkol pro vSechny varianty spociva v napsani programu, ktery
pro zadané parametry odsimuluje priibéh prochdzky a textoveé ¢i graficky jej
znézorni. Rozsifujici tkol spociva v opakovaném spusténi simulace a vypoctu
pramérnych charakteristik simulace: Jaka je pro dané n, k, p pravdépodobnost,
Ze opilec dorazi do hospody? Jaké je primérna délka 2D prochazky na miizce
n x n? Jak zavisi u zjednoduseného ,Clovéee, nezlob se” délka hry na velikosti
planu?
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Doplnujici komentar

Jde o vyuZziti zdkladnich programatorskych konstrukci, takZe tlohy nebudeme
rozebirat. Jen poznamenejme, Ze minimalné pro nékteré varianty 1ze uvedené
pramérné charakteristiky vypocitat i matematicky, tj. bez provadéni simulaci.
Ctenaf s matematickymi ambicemi se tedy mtize pokusit odvodit p¥islusny
vysledek a pak jej pomoci programu ovéfit. Pfipadné je mozné se zabyvat
nejen pramérnymi hodnotami, ale i dalsimi parametry piislusnych pravdépo-
dobnostnich distribuci, napfiklad medidanem nebo rozptylem.

3.5 Délitelnost a prvocisla

Napad: 2-3

Kédovani: 1-3

Styl ulohy:  Jednoduchi cvicent fesitelnd riiznymi algoritmickymi p¥istupy, na
kteryich Ize ilustrovat rozdily v efektivité algoritmii.

Zakladni zadani spocivaji v tom, Ze program nacte piirozena cisla a vypise
informace souvisejici s délitelnosti ¢i prvociselnosti:

1. Vypis vSech délitelti ¢isla n.

Test prvociselnosti ¢isla n.

Vypis prvnich n prvocisel.

Vypis nejvétsiho spolecného délitele ¢isel n a m.

Hledani ,prvociselnych dvojcat”: program nacte ¢islo n a najde nejmensi
p > n takové, Ze p a p + 2 jsou obé prvocisla.

Pokrocilejsi ztvarnéni tématu dostaneme za vyuZziti bitmapové (p¥ipadné
textové) grafiky, kdy zakreslujeme distribuci prvocisel graficky pomoci tak-
zvané Ulamovy spirdly. Ta vznikne tak, Ze si napiSeme vSechna ¢isla ,,do
Sneka” a potom vybereme pouze prvocisla. Na obrazku 3.2. mdme takto zna-
zornéno prvnich 40 tisic pfirozenych &isel, prvocisla jsou cerné. Podobnym
zpusobem mtiZeme znazornit tfeba cisla délitelnd zadanym ¢islem n.

G PN

Doplnujici komentar

Prvocislajsou velmi zajimavy matematicky objekt, protoze nejsou nijak striktné
pravidelna, ale pfitom vykazuji fadu dil¢ich pravidelnosti. Tuto vlastnost pr-
vocisel ndzorné ilustruje Ulamova spirdla, kterou objevil Stanislav Ulam v Se-
desatych letech, kdyZ si ¢maral po papife béhem nudné prednasky. Vysledny
obrazek nemd zadny zjevny fad, nicméné jsou na ném vidét vyrazné ,di-
agondly”. S prvocisly se také vaze mnoho tézkych a casto i nevyfesenych
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37-36—35-34-33-32-31
3|8 1|7—16—15—14—1|3 3|0
39 18 5—4—3 12 29

gl 1 I
40 19 6 1—2 11 28

1 ] |
41 20 7—8—9—10 27
42 21-22-23-24-25-26

43-44—45-46—-47—48-49...

37 31
17 13
[
19 ’ —é 11

41 74

23

43 47

Obrazek 3.2: Ulamova spirdla: ilustrace principu a spirala velikosti 200 x 200

matematickych problémt. Jeden takovy zndmy problém souvisi s prvocisel-
nymi dvojc¢aty zminénymi v zadani: Existuje nekonecné mnoho prvociselnych
dvojcat?

Vypis vsech délitelti 1ze realizovat pfimocafe pomoci jednoho for cyklu.
Test prvociselnosti mtZeme udélat pfimocare spocitdnim délitelt. Program
muZeme mirné optimalizovat, napfiklad tak, Ze zkousime délit pouze dvojkou
a lichymi ¢isly, a to jen do odmocniny z n. Jsou pochopitelné mozné i vyraznéjsi
optimalizace — testovani prvocisel je dtlezity prakticky problém naptiklad
v moderni kryptografii. Pokrocilejsi optimalizace ale jdou vysoce nad ramec
tvodnich programaétorskych cviceni.

Vypis prvocisel miZeme udélat dvéma zakladnimi zptisoby, z tréninko-
vych diivodii je vhodné implementovat oba dva. Prvni metoda je prost4 hruba
sila. Prochazime postupné pfirozena ¢isla a pro kazdé z nich zjistime pomoci
vyse popsaného testu, zda je prvocislem. Druhd metoda se nazyva Eratosthe-
novo sito a je ilustrovana na obrazku 3.3. NapiSeme si ¢isla od 2 do n, v kazdém
kroku vzdy vybereme nejmensi neoznacené ¢islo a ozna¢ime vSechny nasobky
tohoto ¢isla. VSimnéte si, Ze v uvedeném obréazku jsou jiz po 4 krocich vypoctu
v8echna neoznacena &isla prvocisla.

Také hledani nejvétsiho spole¢ného délitele miizeme délat vice zptisoby.
Zakladni feSeni je opét hruba sila: prochazime sestupné ¢isla od n do 1 a zkou-
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$ime jimi délit n i m, dokud nenajdeme spole¢ného délitele. Lepsi feSeni
je Euclidtiv algoritmus, ktery je zaloZen na pozorovani, ze NSD(n,m) =
NSD(m,n mod m), kde mod znadi zbytek po déleni. Tento vztah mtZzeme
snadno prevést na algoritmus vypoctu, napiiklad pro ¢isla 504 a 180 pro-
bih& vypocet nasledovné: NSD(504,180) = NSD(180,144) = NSD(144,36) =
NSD(36,36) = NSD(36,0) = 36. Alternativni zapis stejného vypoctu ukazuje
tabulka 3.1.

Euclidav algoritmus je vyrazné efektivnéj$i neZ naivni algoritmus, coz jde
snadno experimentélné ovérit. P¥iklad slouZi jako dobré ilustrace rozdiltt mezi
vypocetni naro¢nosti riznych algoritmi.

1. krok B 3 5 7. 9 11 13 15 17 19
21 23 25 27 29 31 33 35 37 39
41 43 45 47 49 51 53 55 57 59

20aN
2. krok = ’

Obrazek 3.3: Eratosthenovo sito: prvni 4 kroky vypoctu

Tabulka 3.1: Euclidav algoritmus: pFiklad

krok n m
1] 504 | 180
21180 | 144
31144 | 36
5| 36| 36
6| 36 0
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3.6 Reprezentace Cisel

Napad: 3

Kédovani: 2-4

Styl dlohy:  Uloha slouZici predevsim pro diikladné pochopeni reprezentace cisel
v pocitaci.

2 Mz

Ukolem je napsat program, ktery pievadi ¢isla mezi réiznymi reprezentacemi
(viz piiklady v tabulce 3.2):

1. Pfevod ¢isel z desitkové do binarni soustavy a zpét.

2. Pfevod cisel mezi dvéma obecnymi pozi¢nimi soustavami, tj. vstupem
je zapis ¢isla X v soustavé o zakladu r; a informace o Zddaném cilovém
zékladu rg, napt. piiklad v tabulce 3.2 ¥ika, Ze chceme pievadét cislo
zapsanéjako ,25” v sedmickové soustavé, do trojkové soustavy, vysledek
je ,201".

3. Prevod ¢isla na fimské ¢islice a zpét.

4. Prevod ¢isel na slovni popis.

Tabulka 3.2: Reprezentace &isel: pfiklady vstupl a vystupu

Priklad Vstup | Vystup
1a z desitkové na binarni 22 10110
1b  z binarni na desitkovou 1001 9
2  prevod mezi pozi€nimi soustavami obecné | 25,7,3 | 201
3a prevod na fimské Cislice 37 XXXVII
3b prevod z fimskych &islic XLII 42
4  prevod na slovni popis 126 sto dvacet Sest

Doplnujici komentar

Pfipomerime stru¢né zdkladni princip pozi¢nich soustav: V soustavé o zakladu
r miZeme pouzivat cifry od 0 do r—1. Kazdé pozice v zapisu ¢isla mé pfifazenu
svoji vahu, ta vZdy odpovida mocniné zédkladu. Vysledné ¢islo ziskdme jako
soucet nasobkii cifer a pfislusnych vah. Tedy ¢islo o zédpisu X = apan—1 ... a1a0
ma v pozi¢ni soustavé o zakladu r hodnotu:

™ + a1 4 agr +ag

Pfevody mezi pozi¢nimi soustavami jdou fesit pomoci kratkého, ale mys-
lenkové netrividlniho kédu. Zakladni princip spociva v tom, Ze zapis v sou-
stavé o zdkladu r budujeme od konce pomoci opakovaného déleni ¢isla X
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