KAPITOLA 5

ZNALOSTI OBSAHU:
DOKLADNE POROZUMEN( _
MATEMATICKYM ZAKLADUM

Predchozi ¢tyti kapitoly vylicily, jaké znalosti ¢tyt témat elemen-
tarni matematiky maji americti a ¢insti ucitelé. Rozdil ve zna-
lostech téchto dvou zkoumanych skupin uciteld byl do o¢i bijici.
Onéch 23 ,nadprameérnych® americkych ucitel bylo zaméreno
spiSe na proceduru. VétSina z nich prokazala dobré algoritmické
schopnosti ve dvou pocatecnich tématech, v od¢itani a nasobe-
ni celych c¢isel, méli vSak potize s dvéma pokrocilejsimi tématy,
s délenim zlomkem a s obvodem a obsahem obdélniku. I kdyz
72 ¢inskych uciteld pochdazelo ze skol, jejichz kvalita byla v roz-
sahu od vynikajicich po primeérné, vétsina z nich u vsech ctyt
témat predvedla jak algoritmické schopnosti, tak konceptudlni
porozumeéni. V této kapitole rozebereme znalosti ucitel napric
témito konkrétnimi tématy.

Z celkového pohledu se jevi, Ze znalosti ¢inskych ucitell jsou
zretelné ucelené, zatimco znalosti americkych uciteld jsou zre-
telné roztristéné. Prestoze se Ctyri témata v této studii nacha-
zeji v riznych urovnich a oblastech elementarni matematiky,
pfirozhovorech s ¢inskymi uciteli jsem vnimala vzajemné pro-
pojeni mezi jejich rozbory jednotlivych témat. V odpovédich
americkych uciteli vsak mezi témito ¢tyrmi tématy nebyla vi-
dét témeér zadnd souvislost. Fragmentace znalosti americkych
uciteld pozoruhodné odpovidd fragmentaci matematického
kurikula a vyuky ve Spojenych statech, které i dalsi vyzkum-
nici povazuji za hlavni vysvétleni neuspokojivé vyuky matema-
tiky ve Spojenych statech (Schmidt, McKnight, Raizen, 1997,
Stevenson, Stigler, 1992). Z mého pohledu v$ak tato rozttisté-
nost a ucelenost jsou dtisledky, nikoli pri¢iny. Kurikula, vyuka
a znalosti ucitell odrazeji terén elementarni matematiky ve
Spojenych statech a v Ciné. Co zpiisobuje ucelenost znalosti
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¢inskych uciteld, je ve skute¢nosti matematicka podstata je-
jich znalosti.

v

OBRAZ ZNALOSTI CiNSKYCH UCITELU NAPRIC
TEMATY: CO TVORI JEJICH MATEMATICKOU
PODSTATU?

Podivejme se na odpoveédi ¢inskych uciteli na otdzky v rozho-
vorech z ptaci perspektivy. Odhali to, Ze jejich rozbory mély né-
které spolecné rysy, které prostupovaly jejich matematickymi
znalostmi a které se jen vzacné, pokud viibec, vyskytovaly v od-
povédich americkych uciteld.

Najit matematické odlivodnéni algoritmu

Cinsti ucitelé v rozhovorech na tivod svého rozboru algoritmu
Casto citovali staré uslovi: ,Védét jak a také védét proc.“ Kdyz
prejimali toto rceni, které povzbuzuje k hledani smyslu urcité
¢innosti, davali mu novy specificky vyznam - védet, jak prova-
deét algoritmus, a védét, proc¢ to mad smysl z hlediska matemati-
ky. Aritmetika zahrnuje rtizné algoritmy; vlastné se ¢asto soudi,
ze znat aritmetiku znamena tyto algoritmy ovladat. Z pohledu
¢inskych ucitelli vSak zdaleka nestaci znat jen soubor pravidel
umoznujicich vytes$it ulohu v kone¢ném sledu kroku. Je tieba
také védét, proc ten sled kroki ve vypoctu dava smysl. V pripa-
dé algoritmu odcitani s preskupovanim se vétSina americkych
uciteli spokojila s rddoby vysvétlenim ,ptjcovani, zatimco
¢insti ucitelé vysvétlovali, ze logickym zdkladem vypoctu je
yrozkladani jednotky vyssiho radu“.*® U tématu ndsobeni viceci-
fernych ¢isel americkym ucitelim stacilo pravidlo ,zarovnavat

16 Cingti ucitelé p¥i vyuc¢ovani ve svém slovnim vykladu obvykle pouZivaji
matematické terminy. Casto se pouZivaji terminy jako s¢itanec, soucet,
mensenec, mensitel, rozdil, ¢initel, soucin, ¢astecny soucin, délitel,
délenec, podil, inverzni operace a rozkldddni. Cinéti u¢itelé napiiklad
nevyjadruji souctovou verzi komutativniho zdkona jako ,nezalezi na
potadi, v jakém scitate dvé ¢isla“. Misto toho fikaji, ,kdyz pti s¢itani
dvou sc¢itanct zaménime jejich poradi ve vyrazu, soucet se nezméni*.
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s Cislici, kterou ndsobime®, ale ¢insti ucitelé rozebirali pojmy
radu a pozicni Ciselné soustavy, aby vysvétlili, pro¢ se ¢astec-
né souciny pfi ndsobeni nezarovnavaji jako sc¢itance pti sc¢itdni.
Americti ucitelé pti vypoctu déleni zlomkem pouzivali postup
,prevratit a nasobit, ale ¢insti ucitelé pro odtivodnéni tohoto
jakoby nahodilého algoritmu odkazovali na to, ze ,déleni ¢islem
je ekvivalentni ndsobeni jeho prevracenou hodnotou®.

Zaliba v otdzce ,pro¢ to dava smysl?“ je odrazovym must-
kem ke konceptudlnimu porozuméni matematice. Zkoumani
matematického smyslu algoritmu navic vedlo ¢inské ucitele
k zavaznéjsim myslenkam discipliny. Naptiklad ,rozkladéani jed-
notky vyssiho radu“ jako odtivodnéni od¢itani s preskupovanim
souvisi s myslenkou ,skladani jednotky vyssiho radu®, které je
odivodnénim scitani s prenosem. Dalsi vySetrovani skladani
a rozklddani jednotky vyssiho fddu pak miize vést k myslence
,mira pro sestaveni a rozlozeni jednotky vyssiho radu“?’, coz je
zdkladni myslenka vyjadtovani ¢isel. Podobné je pojem tfadu ¢is-
lice na daném misté spojen s hlubsimi predstavami jako pozi¢ni
¢iselna soustava a zakladni jednotka cisla. Zkoumanim ,proc¢*
odtivodnujiciho ,jak® se krok za krokem dostavame k zaklad-
nim myslenkdm v jddru matematiky.

Odiivodnit vysvétleni symbolickym odvozenim

Slovni vysvétleni matematického od@ivodnéni algoritmu se ¢in-
skym uciteldm zddalo nutné, ale ne postacujici. Jak jsme ukazali
v predchozich kapitoldch, ¢insti ucitelé po poddni vykladu své
vysvétleni obvykle od@ivodnili symbolickym odvozenim. Napti-
klad v pripadé nasobeni vicecifernych c¢isel nékteti z americ-
kych ucitelt vysvétlovali, ze ulohu 123 - 645 lze rozdélit na tfi
,malé tlohy“: 123 - 600, 123 - 40 a 123 - 5. Caste¢né souciny pak
jsou 73800, 4920, 615, a ne 738, 492, 615. Ve srovnani s dirazem
vétsiny americkych uciteld na ,zarovnavani“ je toto vysvétle-
ni konceptualni. Cinsti uc¢itelé vsak podavali vyklad, ktery byl
jesté presnéjsi. Zaprvé, zpravidla poukazali na to, ze logickym

47 Zaklad ¢iselné soustavy — viz pozn. pod ¢arou 22 na str. 12.
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zakladem algoritmu je distributivni zakon*s. Potom ukazali,
jak jsme popsali ve druhé kapitole, zptisob odvozeni algoritmu
z distributivniho zdkona a ilustrovali, jak distributivni zdkon
funguje v této situaci a proc¢ to dava smysl:

123 - 645=123 - (600 + 40 + 5)
=123-600+123-40+123 -5
=73800 + 4920 + 615
=78720 + 615
=79335

U tématu déleni zlomkem byly interpretace c¢inskych uciteli
jesté dimyslnéjsi. Pomoci pojmu, které ,se zaci naucili“, rizny-
. o 7 . . . o 3 1 3 2
mi zplisoby dokazali ekvivalentnost vyrazii 1 : 5al- - 4. To-
hle je jeden dtikaz zalozeny na vztahu mezi zlomkem a délenim
1
(5=1:2):

2

1%:3:1%:(1:2)
=12:1-2
=1--2:1
=1+ (2:1)
:1%._?

8V ¢inském matematickém kurikulu se souctové verze komutativniho
a asociativniho zakona poprvé zavadeéji ve tretim ro¢niku. Komutativni,
asociativni a distributivni zdkony pro ndsobeni se zavadéji ve
¢tvrtém roc¢niku. Zavadéji se jako alternativy standardniho postupu.
O komutativnim zakonu uc¢ebnice napiiklad uvadi: ,Kdyz se pti s¢itani
dvou ¢isel zaméni poradi s¢itanct, soucet se nezméni. Tomu se rika
komutativni zdkon s¢itani. Jestlize pismena a a b oznacuji dva libovolné
sc¢itance, mtzeme komutativni zakon zapsat jakoa + b=b + a.
Postup kontroly souc¢tu zdménou poradi s¢itancd, ktery jsme se naucili,
je odvozen z tohoto zakona.“ (Beijing, Tianjin, Shanghai, and Zhejiang
Associate Group for Elementary Mathematics Teaching Material
Composing, 1989, s. 82—-83). Uebnice ilustruje, jak 1ze dva zdkony
vyuzit ke ,zptisobu rychlého poéitani“. Zaci se naptiklad uéi, Ze ulohu
258 + 791 + 642 Ize vypocitat rychleji tak, ze ji pfeménime
na (258 + 642) + 791, a Ze rychlejsi zptisob vypocétu 1646 — 248 — 152
je preménit to na 1646 — (248 + 152).
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Dtikaz vychdazejici z pravidla ,zachovani hodnoty podilu“ vypada
takto:
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Kromé toho, jak jsme ukazali ve tfeti kapitole, pti predvadéni
raznych nestandardnich postupt reSeni ulohy 1 % : %a odvozo-
vani téchto feSeni ¢insti ucitelé pouzivaji matematické formu-
lace. Ve svych tridach Siroce uzivaji symbolické interpretace.
Jak uvedla zkusend Li, jeji zaci pouzivaji matematické formu-
lace, aby vlastnim zptsobem popsali postup preskupovani:
34 -6=34-4-2=30-2=28. Jini ¢insti ucitelé z této studie
o podobnych pripadech také hovorili.

Vyzkumnici zjistili, ze zaci zadkladnich $kol ve Spojenych sta-
tech ¢asto vnimaji znak rovnosti jako signél ,udélej néco* (viz
napi. Kieran, 1990, s. 100). To mi pfipomind diskusi, kterou jsem
vedla s jednou ucitelkou americké zakladni skoly. Zeptala jsem
se ji, pro¢ zakim tolerovala zapis typu 3 + 3 - 4 = 12 = 15. Rekla:
,No, poradi vypoctu provedli spravné a dostali spravny vysle-
dek, tak v ¢em je problém?“ Podle nazoru ¢inskych ucitelt vsak
ma byt sémantika matematickych operaci interpretovana pres-
né. Nelze tolerovat, aby byly dvé rozdilné hodnoty po obou stra-
ndach znaku rovnosti. Jak jednou ve tridé rekla moje ucitelka ze
zakladni skoly, ,znak rovnosti je dusi matematickych operaci®.
Ménit z urcitého dvodu jednu nebo obé strany rovnosti a pti
tom zachovavat vztah ,rovnd se“ je ve skute¢nosti , tajemstvim*
matematickych operaci.

Cinsti uditelé byli zbéhli ve s¢itani, v odstratiovani zavorek
a v zameéné poradi operaci v matematickém vyrazu. Na zakladé
nékolika jednoduchych vlastnosti, jako jsou tfi zdkladni zdkony,
pravidlo zachovani hodnoty podilu a vyznam zlomkt, odvodili
Sikovnd symbolickd odGvodnéni aritmetickych algoritmt, na
které narazili v rozhovorech.
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Jak ukdzal Schoenfeld (1985), ,dtikaz“ jako forma vysvétle-
ni je nezbytnost, je to prijaty standard v matematice. Cinsti
ucitelé obvykle odlivodiiovali matematickd tvrzeni jak slov-
né, tak symbolicky. Slovni odivodnéni zpravidla predchéazelo
symbolickému, které vsak byvalo presnéjsi. Poté co informo-
vali o svém vySetrovani tvrzeni zakyné, které jsme rozbirali ve
¢tvrté kapitole, vSichni ¢insti ucitelé své predstavy odtvodnili.
Vsichni, kteri predlozili chybnou uvahu, podali jen slovni odt-
vodnéni. Domnivam se, ze kdyby pouzili symbolické interpre-
tace, mohli se vyhnout chybam v argumentaci nebo je alespon
objevit.

Vicenasobné pristupy k provadéni vypoctu: flexibilita
pramenici z konceptudlniho porozuméni

I kdyz maji byt dikazy a vysvétleni presné, matematika neni
zkostnatéld. Matematici pouzivaji riizné piistupy k reseni tloh
véetné aritmetickych a oceniuji je (Pélya, 1973). Ann Dowkerova
(1992) pozadala 44 profesionalni matematiky, aby z hlavy od-
hadli vysledky deseti tloh na nasobeni a déleni celych a dese-
mnozstvi a pestrost jednotlivych strategii, které matematici po-
uzili“. ,Matematici zpravidla pouzivali strategie vyzadujici zna-
losti aritmetickych vlastnosti a vztahti“ a ,jen zridka strategii
,postupovat algoritmicky‘“.

,Resit tlohu vice zplisoby“ je také postojem ¢inskych ucite-
4. U vSech Ctyt témat probirali jak standardni, tak alternativni
pristupy. U tématu odcitani popsali nejméné tti zplisoby pre-
skupovani véetné preskupeni mensiteli. U tématu nasobeni
vicecifernych ¢isel uvedli nejméné dveé vysvétleni algoritmu. Je-
den ucitel ukazal Sest zptisobt zarovnavani ¢aste¢nych soucinti.
U tématu déleni zlomkem ¢insti ucitelé predvedli alespon Ctyti
zpusoby, jak dokdzat standardni algoritmus a tfi alternativni
metody vypoctu.

Cinsti ucitelé u véech aritmetickych témat ukazali, Ze i kdyz
1ze vzdy pouzit standardni algoritmus, nemusi to byt v kazdém
pripadé nejlepsi metoda. Flexibilni pouziti algoritmu a jeho
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riznych verzi umozinuje ziskat pro dany pripad nejlepsi reseni.
Cinsti ucitelé naptiklad upozornili na nékolik zptisobd, jak vy-
pocitat 1% : % Vsechny tyto alternativni postupy, jako pouziti
desetinnych cisel, distributivniho zdkona ¢i dalSich matematic-
kych napadd, byly rychlejsi a snazsi nez standardni algoritmus.
Je-li nékdo schopen pocitat vice zptsoby, znamena to, Ze pre-
krocil formalnost algoritmu a dospél k podstaté ciselnych ope-
raci, k zdsadnim matematickym myslenkam a principtim, které
jsou v nich obsazeny. To, Ze jednu tlohu lze resit vice zptsoby,
je disledkem skutecnosti, Ze se matematika nesklada z izolo-
vanych pravidel, nybrz ze vzdjemné propojenych myslenek.
Jestlize tedy nékdo dokaze resit ulohu vice zptisoby a obvykle
tak postupuje, odhaluje to jeho schopnost a zalibu propojovat
matematické oblasti a témata.

Pristupovat k tématu rtiznymi zptsoby, odivodnovat rizna
resSeni, srovnavat je a hledat mezi nimi to nejlepsi, to je vlastné
stala hnaci sila rozvoje matematiky. Vy$si operace nebo vyssi
oblast matematiky obvykle nabizi dimyslnéjsi zplisob feSeni
uloh. Napriklad nasobeni je pti feseni nékterych tloh vyssi ope-
raci nez sc¢itani. Nékteré algebraické metody reseni uloh jsou
zpusoby, slouzi to jako uzel spojujici nékolik souc¢asti matema-
tickych znalosti. To, jak ¢insti ucitelé nahlizeji ¢tyti zakladni
aritmetické operace, ukazuje, jak dokazou sjednotit celou ob-
last elementarni matematiky.

Vztahy mezi ¢tyfmi zdkladnimi operacemi: ,silniéni sit”
propojujici oblast elementarni matematiky

Aritmetika, ,uméni vypoctu“, se sklada z pocetnich operaci.
Americti a ¢insti ucitelé ovSem tyto operace nahlizeli zjevné
odlisné. Americti ucitelé se zpravidla zamérovali na konkrétni
algoritmus spojeny s operaci, napriklad algoritmus od¢itani
s preskupovanim, algoritmus pro nasobeni vicecifernych ¢isel
nebo algoritmus pro déleni zlomkem. Naproti tomu ¢insti uci-
telé se vice zajimali o samotné operace a vztahy mezi nimi.
Napriklad se zajimali o rychlejsi a snazsi zplisoby provadéni
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danych vypoctt, o to, jak spolu tyto Ctyfi operace souviseji
a jak se vyznam operaci a vztahy mezi nimi interpretuji v rtz-
nych podmnozinach ¢isel — pro celd cisla, zlomky a desetinna
¢isla.

Kdyz ¢insti ucitelé uci od¢itani s rozkladanim jednotky vyssi-
ho radu, zacinaji s¢itanim se sklddanim jednotky vyssiho radu.
Kdyz rozebirali ,pravidlo zarovnavani“ pii ndsobeni vicecifer-
nych cisel, srovnavali to s pravidlem zarovnavani pii scitani
vicecifernych c¢isel. Pri interpretaci vyznamu déleni popisova-
li, jak se modely déleni odvozuji od vyznamu ndsobeni. Ucitelé
také upozornili na to, jak zavedeni nové mnoziny ¢isel — zlom-
ki - vnasi nové rysy do aritmetickych operaci, které byly dosud
omezeny na celd c¢isla. Ve svych rozborech vztahu mezi obvo-
dem a obsahem obdélniku ¢insti ucitelé zase toto téma rozho-
voru spojovali s aritmetickymi operacemi.

V rozborech ¢inskych uciteld byly patrné dva druhy vztahd,
které spojuji ¢tyti zakladni operace. Jeden bychom mohli na-
zvat ,odvozena operace“. Napfiklad nasobeni je operace od-
vozend od s¢itdni. Re$i ur¢ité druhy sloZitych uloh na séitani
jednodussim zplisobem.* Druhym vztahem je inverzni opera-
ce. Vyraz inverzni operace nezminil Zddny z americkych ucite-
18, zato ho velmi ¢asto uzivali ¢insti ucitelé. Odcitani je inverzni
operaci ke sc¢itani a déleni je inverzni operaci k ndsobeni. Tyto
dva druhy vztaht Uzce propojuji vSechny ¢tyti operace. Proto-
Ze vSechna témata elementarni matematiky souviseji s témito
¢tyrmi operacemi, pochopeni vztahli mezi ¢tyrmi operacemi se
stava silnic¢ni siti propojujici celou elementdrni matematiku.>°
Touto silni¢n{ siti se 1ze dostat kamkoli v celé oblasti.

4 T kdyz Ctyti otazky v rozhovorech neposkytly prostor pro diskuse
o vztahu mezi s¢itdnim a ndsobenim, ¢insti ucitelé to ve skute¢nosti
povazuji za velmi dulezité pojeti ve své kazdodenni vyuce.

0 Ty dva druhy vztahti mezi ¢tyfmi zdkladnimi operacemi se ve
skutec¢nosti tykaji i vsech vyssich operaci v matematice. ,Silni¢ni sit*
elementarni matematiky proto ztélesnuje ,silni¢ni sit“ v celé discipliné.
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ZNALOSTNI BALICKY A JEJICH KLICOVE
SOUCASTI: ROZUMET PRUBEZNYM
SOUVISLOSTEM V UCENI

Jinym charakteristickym rysem znalosti ¢inskych ucitelt, ktery
se nevyskytoval mezi americkymi uciteli, jsou jejich dobre vy-
pracované ,znalostni balicky“. Ctyti rysy diskutované vyse se
tykaji toho, jak ucitelé rozumeéji oblasti elementdrni matema-
tiky. Naproti tomu znalostni balicky ukazuji, jak ucitelé chapou
prabézny proces otevieni a rozvijeni této oblasti v mysli zakd.
Aritmetiku jako intelektudlni oblast vytvorily a rozvinuly lidské
bytosti. Starosti uciteld elementarni matematiky je ucit a na-
ucit aritmetiku, vytvaret podminky, za nichZ mohou mladi lidé
tuto oblast ve své mysli znovu vybudovat. Psychologové se vé-
nuji studiu toho, jak se zaci u¢i matematiku. Ucitelé matemati-
ky maji svou vlastni teorii, jak se uc¢it matematiku.

Tri znalostni balicky odvozené z rozborti odcitani s presku-
povanim, nasobeni vicecifernych cisel a déleni zlomkem, které
prezentovali ¢insti ucitelé, maji podobnou strukturu. VSechny
maji posloupnost témat uprostred a ,kruh“ souvisejicich témat
pripojenych k tématlim v posloupnosti. Posloupnost v bali¢-
ku pro odcitani postupuje od tématu scitani a odc¢itani do 10
ke séitani a odc¢itani do 20, dal k odcitani ¢isel od 20 do 100
s preskupovanim az k odc¢itani velkych cisel s preskupovanim.
Posloupnost v bali¢cku pro nasobeni obsahuje ndsobeni jednoci-
fernymi Cisly, ndsobeni dvojcifernymi ¢isly a ndsobeni trojcifer-
nymi ¢isly. Posloupnost v balicku pro vyznam déleni zlomkem
jde od vyznamu sc¢itani k vyznamu déleni celymi Cisly a pres
vyznam ndasobeni zlomkem az k vyznamu déleni zlomkem.
Ucitelé jsou presvédceni, Ze tyto posloupnosti predstavuji hlav-
ni cestu, kterou se znalosti a dovednosti v téchto tfech téma-
tech vyvijeji.

Takové linearni posloupnosti se vsak nevyvijeji samostatné,
ale opiraji se o jina témata. V balicku pro odc¢itani napriklad
,SCitani a odc¢itani do 10“ souvisi se tremi dalsimi tématy: se
skladbou 10, se sklddanim a rozkladdnim jednotky vyssi-
ho fddu a se s¢itdnim a od¢itdnim jako vzdjemné inverznimi
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operacemi. Téma ,odcitani s preskupovanim Ccisel mezi 20
a 100“ otevrené v rozhovorech se opiralo o pét polozek: sklad-
ba cisel do 10, zaklad ciselné soustavy, sestaveni a rozlozeni
jednotky vyssiho tradu, s¢itdni a odd¢itani jako vzdjemné in-
verzni operace a odc¢itani bez preskupovani. Polozka v kruhu
pritom muze souviset s nékolika souc¢astmi balicku. Naptiklad
jak ,skladani a rozkladani jednotky vyssiho radu”, tak ,scitani
a odcitani jako vzajemné inverzni operace® souvisi se ¢tyrmi
dalsimi souc¢dstmi. S podporou téchto témat vyvoj stredovych
posloupnosti ziskdva na matematickém vyznamu a koncep-
tualné se obohacuje.

Ucitelé neprikladaji vSéem tém vécem stejnou dutlezitost. Kaz-
dy balicek obsahuje ,klicové“ soucasti, které maji vétsi ,vahu*
nez jiné. Nékteré z klicovych soucasti se nachdzeji v linearni
posloupnosti a nékteré jsou v ,kruhu®. Ucitelé uvedli nékolik
divodd, pro¢ povazuji uréitou soucast znalosti za ,klicovou“.
Zvlastni pozornost vénuji prvni prilezitosti, pfi niz se pojem
nebo dovednost zavadi. Prikladem je téma ,scitani a odcitani
do 20“ v souvislosti s vyukou odcitani s preskupovanim. Téma
yndsobeni dvojcifernymi ¢isly“ bylo povazovano za diilezity krok
pro uceni se nasobeni vicecifernych ¢isel. Cinsti ucitelé jsou
presvédceni, ze kdyz se zaci nauci néjaké pojeti poradné hned
pri prvnim uvedeni, ,ziskaji dvakrat tolik s polovinou usili, které
by vynalozili pfi uceni pozdéji“. V opac¢ném pripadé clovék ,do-
sahne polovi¢niho vysledku s dvojndsobnym usilim*.

Jinym druhem klicové soucdsti ve znalostnim balicku je
»,pojmovy uzel“. Kdyz ¢insti ucitelé naptiklad hovorili o vyzna-
mu déleni zlomkem, upozoriiovali na vyznam nasobeni zlom-
kem. Jsou presvédceni, ze spojuje dohromady pét dtlezitych
pojmu souvisejicich s vyznamem déleni zlomkem: vyznam na-
sobeni, modely déleni celymi Cisly, pojem zlomku, pojem celku
a vyznam ndasobeni celymi cisly. Dikladné porozumeéni vyzna-
mu nasobeni zlomkem potom zaklim umozni, aby porozuméli
vyznamu déleni zlomkem. Na druhé strané se soucasné ucitelé
domnivaji, ze zkoumdani vyznamu déleni zlomkem je dobrou
prilezitosti vratit se k témto péti pojmim a hloubéji jim poro-
zZumet.
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Proceduralni a konceptudlni témata jsou ve znalostnich ba-
liccich vzajemné provazana. Ucitelé, kteti tématu rozumeéli kon-
ceptudlné a chtéli u zaka rozvijet konceptudlni uceni, rozhodné
neopomijeli proceduralni znalosti. Z jejich pohledu ve skutec-
nosti neni konceptudlni porozumeéni nikdy oddéleno od prislus-
nych postupt, v nichZ porozuméni ,zije“.

Cinsti ucitelé si také mysli, Ze je velmi diileZité, aby uéitel znal
celou oblast elementarni matematiky i cely proces, jak se ji na-
ucit. ZkuSeny Mao fekl:

Jako ucitel matematiky musi ¢lovék zndt misto kazdé soucdsti znalosti
v celém systému matematiky a jeji souvislosti se znalostmi ziskanymi
drive. V tomto roce napiiklad u¢im ¢tvrtaky. Kdyz oteviu ucebnici, mu-
sim védét, jak témata v ni obsazend souviseji se znalostmi vyu¢ovanymi
v prvnim, druhém a tfetim ro¢niku. Kdyz u¢im nasobeni trojcifernymi
¢isly, vim, Ze se moji Zaci naucili nasobilku, nasobeni jednociferny-
mi ¢isly do 100 a nasobeni dvojcifernymi ¢isly. Protoze se naudili, jak
ndsobit dvojcifernymi ¢isly, pfi vyuce nasobeni trojcifernym cislem je
prosté nechdm, aby nad tim badali sami. Nejprve jim ddm nékolik uloh
s dvojcifernym cinitelem. Pak jim dam tulohu s trojcifernym c¢initelem
a necham je, aby samostatné premysleli, jak to vyresit. Nasobili jsme
¢islici na misté jednicek a ¢islici na misté desitek, ted se chystame na-
sobit ¢islici na misté stovek. Co mizeme udélat, kam umistime soucin
a proc¢? At o tom pfemysleji. Pak se tloha snadno vytesi. Takovym zpti-
sobem misto vlastniho pfimého vykladu jim objasnim logicky zaklad.
Na druhé strané musim védet, jaké znalosti se budou budovat na tom,
co je u¢im dnes. (kurzivou zvyraznila autorka)

ELEMENTARNi MATEMATIKA
JAKO MATEMATICKY ZAKLAD

Diskuse c¢inskych ucitel predvedla propracovany a uceleny
obraz elementarni matematiky. Ukazala, Ze elementarni ma-
tematika neni jednoduchou sbirkou nesouvisejicich ciselnych
faktli a pocetnich algoritmt. Je to dusevné naro¢nd, podnétna
avzrusujici oblast, zaklad, na kterém se dd mnoho postavit. Ele-
mentarni matematika predstavuje matematicky zdklad. Vyraz
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zdklad zde ma tri souvisejici vyznamy: néco, co je zakladové,
primarni a elementarni. Matematika je védni oblast, ktera se za-
byva prostorovymi a ¢iselnymi vztahy a v které je odivodiiovani
na téchto vztazich zaloZeno. Dvéma hlavnimi odvétvimi disci-
pliny matematiky historicky jsou aritmetika a geometrie. I kdyz
je dnes mnozstvi odvétvi discipliny vétsi a celd oblast se rozsi-
rila, postaveni aritmetiky a geometrie jako zakladli matematiky
se nezménilo. Zadné z novych odvétvi, at ¢isté nebo aplikované,
nepracuje bez zdkladnich matematickych pravidel a pocetnich
dovednosti zavedenych v aritmetice a geometrii. Matematika
ze zakladni skoly, slozend z aritmetiky a zdkladni geometrie, je
proto zdkladem discipliny, na némz jsou budovana dalsi odvétvi.

Vyraz prvotni odkazuje na jiny rys elementdarni matematiky:.
Elementarni matematika obsahuje zarodky mnoha dtilezitych
pojma pokrocilejsich odvétvi discipliny. Napriklad algebra je
zpusob, jak usporddat zndmé a nezndmé v rovnicich, aby se
z neznamych mohly stat poznatelné. Jak jsme vidéli v predcho-
zich kapitolach, tfi zadkladni zakony — komutativni, asociativ-
ni a distributivni - s jejichz pomoci se tyto rovnice tesi, maji
prirozené kotreny v aritmetice. Predstavy mnoziny, vzajemné
jednoznacného prirazeni a usporaddni jsou implicitné obsaze-
ny v pocitdni. Mnozinové operace jako sjednoceni a kartézsky
soucin souviseji s vyznamem s¢itani a ndsobeni celych cisel. Za-
kladni myslenky diferencidlniho a integralniho poctu jsou ob-
sazeny v logické podstaté vypoctu obsahu kruhu v elementarni
geometrii.’!

°1 Kdyz ¢insti ucitelé uc¢i vzorec pro obsah kruhu, prinaseji do ttidy
papirovy kruh. Kazda polovina kruhu mé jinou barvu. Kruh se nejprve
rozsttihne na dvé poloviny. Kazda z nich se pak nastiiha na uzké ¢asti
jako koldc¢ tak, aby ztstaly v okrajich spojeny. Obé poloviny kruhu se
rozeviou a zasunou do sebe tak, ze utvori jakoby obdélnikovou oblast:
\lAAAAAAL . Ucitelé feknou zakidm, aby si predstavili, Ze se kruh rozstitha
na jesté vétsi mnozstvi dilku, takze vznikla oblast se jesté vice piiblizi
obdélniku. Na zakladé vzorce pro obsah obdélniku pak zaci pochopi,
jak je odivodnén vzorec pro obsah kruhu. Tento zptisob ptiblizného
vyjadieni obsahu kruhu byl zndm v 17. stoleti (viz Smith, Mikami, 1914,
5. 131).
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Zakladové a prvotni rysy matematiky jsou ovSem prezento-
vany v elementarnim formatu. Elementarni je proto, Ze tam se
zaci zacinaji uc¢it matematiku. Proto se to jevi jako primocaré
a snadné. Zdanlivé jednoduché myslenky vlozené do mysli zaka
v tomto stadiu ztstanou uchovany po celou dobu, co se budou
ucit matematiku. V dal$ich fazich uceni si naptiklad zaci nikdy
z mysli nevymazou pojem rovnosti, ktery se naucili ze vztahu
,1+1=2%1kdyz se bude ménit a rozvijet.

Z hlediska dosahovani matematickych schopnosti tak ucit
elementdrni matematiku neznamena jen dovést zaky na konec
aritmetiky nebo na zacatek ,predalgebry“. Znamena to dat jim
zaklady, na kterych budou budovat své dalsi poznavani mate-
matiky.

Americti odbornici prohlasuji, Ze pokrocila témata Ize zakim
v zdkladni skole predkladat intelektudlné poctivym zptisobem.
Bruner pred tficeti lety prohlasil, ze zakim zakladnich skol 1ze
uvadét myslenky pokrocilé matematiky, jako je topologie, pro-
jektivni geometrie, teorie pravdépodobnosti a teorie mnozin
(Bruner 1960/1977). Jeho navrh zopakoval Hirsch (1996). Kaput,
Steen a jejich kolegové navrhuji ,,vlaknové usporadani“ skolské
matematiky (Kaput, Nemirovsky, 1995; Steen, 1990). Kritizuji
tradi¢ni organizaci $kolské matematiky ve stylu ,vrstev dortu“,
protoze ,vybird jen velmi mélo vlaken (napf. aritmetiku, geome-
trii a algebru) a uspotrddava je horizontdlné do kurikula“ (Steen,
s. 4). Misto toho navrhuji pribéznou strukturu ,se silnéjsi ver-
tikalni souvislosti s cilem propojit v prozitcich zakl pti vyuce
koteny matematiky s jejimi odvétvimi“ (Steen, s. 4) a ptirovna-
vaji to ke stromu s koteny predstavujicimi rizna vlakna jako ,,di-
menze“, ,prostor®, ,zména a variace“ atd. (Kaput, Nemirovsky,
s. 21).

Ucitelé zakladnich skol v této studii, ktefi se vyznacuji kon-
ceptudlnim porozuménim, v§ak nemuseji byt tak radikalni jako
Kaput a Steen. Jak se ukazalo v rozhovorech s uciteli, elemen-
obsahuje dilezité matematické myslenky. Pro tyto ucitele ,ho-
rizontalné usporadané kurikulum“ mtiize mit také ,vertikalni
souvislost®. Aritmetika mutize obsahovat i ,Cetné interpretace®,
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,vaznou matematiku“ a ,skute¢né matematické debaty“.> Podle
mne je presnéjsi metafora, kterou k ilustraci skolské matema-
tiky pouzivaji ¢insti ucitelé. Maji za to, Ze elementdrni mate-
matika je zdkladem k tomu, co se jejich zaci budou ddle ucit
v matematice a co bude prinosem pro jejich dalsi zivot. To, co se
zaci budou dale ucit, je jako vicepatrova budova. Zaklady moz-
na nejsou z vyssich pater vidét, jsou to vsak pravé zaklady, co
vy$si patra podpird a zajituje, Ze vSechna patra (odvétvi) drzi
pohromadé. To, Ze prichdzi nova matematika a rozviji se, nema
byt povazovdno za popreni matematickych zdklad. Naopak,
ma nas to vést k jesté lepsimu porozumeéni elementarni mate-
matice, jejimu silnému potencidlu a konceptudlnim zarodkiim
pro pokrocila odvétvi.

DUKLADNE POROZUMENI _
MATEMATICKYM ZAKLADUM

Matematické jadro elementdrni matematiky je skute¢né tim,
co ji umozniuje pochopit ucelené. Porozuméni elementarni ma-
tematice vSak neni vzdy ucelené. Z procedurdlniho hlediska
souviseji aritmetické algoritmy jen malo, pokud viibec, s jinymi
tématy a jsou vzajemné izolované. Vezmeme-li napriklad ctyfti
témata z této studie, od¢itani s preskupovanim nema nic spo-
le¢ného s nasobenim vicecifernych ¢isel, s délenim zlomkem
ani s obsahem a obvodem obdélniku.

Obrazek 5.1 zobrazuje typické proceduralni porozumeéni tém-
to ¢tyfem tématim. Pismena O, N, D a G predstavuji nase Cty-
Ii témata: odcitani s preskupovanim, nasobeni vicecifernych
¢isel, déleni zlomkem a geometrické téma (vypocet obvodu
a obsahu). Obdélniky predstavuji procedurdlni znalosti téchto
témat. Ovaly predstavuji dalsi proceduralni znalosti, které s té-
mito tématy souviseji. Lichobézniky pod obdélniky predstavuji
pseudokonceptudlni porozuméni (PKP) tématim. TeCkované

52 Cetné interpretace®, ,skute¢né matematické debaty“ a ,kvalitativni
porozuméni matematickym modelim* jsou rysy vyuky matematiky,
které prosazuje Kaput se svymi kolegy (Kaput, Nemirovsky, 1995).
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utvary predstavuji chybéjici polozky. VSimnéme si, Ze porozu-
meéni jednotlivym tématiim nejsou propojena.

Ctyfi témata v obrazku 5.1 jsou v podstaté vzajemné nezavisla
a v kazdém znalostnim bali¢ku je obsaZeno jen nékolik prvka.>
Pseudokonceptudlni vyklady algoritma jsou charakteristickym
rysem porozumeéni, které je jen procedurdlni. Nékteri ucitelé
vymysleli zcela libovolné vyklady. Nékteri jednoduse slovné po-
psali algoritmus. Nicméné i k vymysleni nebo citovani pseudo-
konceptualniho vykladu je nutné dobte znat algoritmus. Jak je
vidét z nékterych reakci na déleni zlomkem a na geometricka
témata, ucitelé, kteti stézi uméli algoritmus provést, zpravidla
nebyli ani schopni ho vysvétlit nebo spojit s jinymi postupy.
Ma-li ucitel s procedurdlnim pohledem jen izolované nebo ne-
dostatecné propracované znalostni balicky, jeho porozuméni
matematice je jen utrzkovité.

PKP

Obr. 5.1. Proceduralni znalosti uciteld tykajici se uvedenych ctyr témat.

7 konceptudlniho pohledu vsak vSechna Ctyti témata spolu
souviseji, spojuji je spolecné matematické pojmy. Napriklad na
pojmu radu cislice stoji algoritmy pro odcitani s preskupovanim
a pro nasobeni vicecifernych cisel. Pojem radu cislice na dané
pozici tak tvoii spojeni mezi obéma pojmy. Pojem inverznich
operaci je soucdsti jak logického odtvodnéni od¢itani s presku-
povanim, tak vysvétleni vyznamu déleni zlomkem. Proto pojem
inverznich operaci spojuje od¢itani s preskupovanim a déleni
zlomkem. Nékteré pojmy, jako vyznam ndsobeni, jsou spole¢né

3 U kazdého tématu ucitel zpravidla vidi dalsi témata, ktera s jeho vyukou
souviseji. Je-li procedurdlni, ucitel mize vidét jeho vysvétleni. Je-1i
konceptudlni, ucitel mtze vidét souvisejici postup nebo pojeti. Tato
tendence spousti organizovani dobte vybudovaného ,znalostniho
balicku“. Proto zde pouzivdm vyraz ,znalostni bali¢ek” pro skupinu
témat, ktera ucitelé obvykle vidi kolem tématu, které uci.
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tfem ze Ctyr témat. Nékteré pojmy, jako napriklad tti zakladni
zakony, jsou sdileny vS§emi ¢tyfmi tématy. Obrazek 5.2 znazornu-
je souvislosti matematickych témat z konceptualniho hlediska.

I kdyz v ném nejsou zahrnuty vSechny pojmy sdilené ¢tyfmi
tématy, obrazek 5.2 ukazuje, jak Ctyti témata a vztahy mezi nimi
vytvareji sit. Nékteré prvky nesouviseji pfimo se vSemi ¢tyfmi
tématy. Jejich rozlicna spojeni se vSak prekryvaji a proplétaji.
Tri zakladni zdkony se v diskusich c¢inskych uciteld objevovaly
u vsech Ctyt témat.

t¥i zakladni zakony

Obr. 5.2. Nékolik sdilenych pojmt spojuje ¢tyti témata.

Zatimco obrazek 5.1 znazornuje proceduralni pohled na ctyri
témata, obrazek 5.3 zobrazuje konceptudlni porozuméni (KP)
témto tématim. Ctyii témata jsou zndzornéna ¢tyfmi obdél-
niky nahote. Elipsy predstavuji znalosti, které jsou soucdstmi
znalostnich bali¢kd. Bilé elipsy zndzornuji procedurdlni témata,
svétle Sedé znazornuji konceptudlni témata, tmaveé Sedé pred-
stavuji zdkladni principy a teCkovanymi ¢arami pripojené elipsy
predstavuji obecné postoje k matematice.
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KP KP KP KP

struktura pfedmétu

Obr. 5.3. Konceptualni znalosti ucitelt tykajici se ¢tyr témat.

Jsou-li matematické znalosti sloZeny z dobfe propracovanych
a vzajemné propojenych znalostnich balicki, pak tvori sit, kte-
ra se pevné opira o strukturu predmétu. Obrazek 5.3 rozsituje
model konceptudlniho porozumeéni konkrétnimu tématu, ktery
je uveden na obrazku 1.4, a ilustruje $iti, hloubku, propojenost
aduslednostucitelova konceptualniho porozuménimatematice.
Protoze se Ctyfitématanachézejivriznych oblastech elementar-
ni matematiky, tento model je také zmenseninou ucitelova kon-
ceptudlniho porozuméni oblasti elementarni matematiky:.

Elipsy pripojené teckovanymi ¢arami, obecné postoje k ma-
tematice, obvykle nejsou v znalostnich bali¢cich uciteld pro
konkrétni témata obsazeny. Ptrispivaji vsak vyznamné ke kon-
zistentnosti a ucelenosti ucitelovych znalosti matematiky. Za-
kladni postoje predmétu mohou byt dokonce vic prostupujici
nez jeho zakladni principy. Zakladni princip nemusi podpirat
vSechna témata, ale zdkladni postoj se mtize vyskytovat s ohle-
dem na kazdé téma. Zakladni postoje k matematice, které zmi-
novali ucitelé v rozhovorech, naptiklad ,oddvodnovat tvrzeni
matematickymi argumenty*, ,védét jak a védét proc“, ,zacho-
vavat logickou konzistenci myslenky v rtiznych souvislostech
a ,pristupovat k tématu vice zptsoby“ patti ke vSem tématim
elementdrni matematiky.”*

> Obé dimenze struktury — zakladni principy a zakladni postoje
(Bruner 1960/1977) — maji velkou silu pii vytvateni souvislosti.
Obrézek 5.3 je bohuzel pfilis jednoduchy, aby dobfte ilustroval vztahy
typu jeden—nékolik mezi obecnymi principy nebo postoji
a matematickymi pojmy nebo tématy.
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Znalosti obsahu zndzornéné na obrazku 5.3 nazyvam du-
kladnym porozuménim matematickym zdkladdm (DPMZ).
Dtikladnym porozuménim minim takové porozuméni terénu
matematickych zdkladd, které je hluboké, siroké a diasledné.
Tri konotace tohoto vyrazu — hluboky, Siroky a dtisledny — jsou
vzajemné propojené.

Eleanor Duckworthovd, nékdejsi studentka a kolegyné Jeana
Piageta, se domnivd, Ze vyuku elementdrni matematiky a ptiro-
dovédy mame udrzovat ,hlubokou“ a ,komplexni“ (1987, 1991).
Inspirovana Piagetovym zdjmem o to, jak daleko, ne jak rych-
le méa vyuka postupovat, navrhla pojem ,ucit s hloubkou a §iti“
(1979). Srovnavala stavéni véZze ,kladenim jedné cihly na dru-
hou“ se stavénim ,na Siroké zakladné nebo na hlubokych zakla-
dech® a rekla:

Co je rozumovou obdobou stavéni v §iti a hloubce? Myslim, Ze je to
otazka vytvareni souvislosti: o $ifi mtzeme uvazovat jako o znac¢né
rozdilnych sférach zkusenosti, které mohou spolu navzdjem souviset;
hloubkou mtizeme myslet mnoho riznych druht spojeni, které 1ze vy-
tvorit mezi riznymi aspekty nasi zkuSenosti. Nejsem si jista, jestli lze
viibec rozumovou $ifi a hloubku od sebe oddélit jinak, nez kdyz o nich
hovotime. (s. 7)

Souhlasim s Duckworthovou, Ze rozumova Site a hloubka jsou
,otazkou vytvareni souvislosti“ a Ze jsou obé spolu provazany.
Jeji definice rozumové Site a hloubky je vsak prilis obecnd, aby
se dala pouzit v diskusi o u¢eni se matematice.> Navic ani nevy-
svétluje, jaky je mezi nimi vztah.

> Pro pedagogické vyzkumniky je hloubka znalosti obsahu u ucitel
ztejmé subtilni a velmi zajimava. Na jedné strané bude vétsina z nich
souhlasit, Ze by porozuméni ucitelt mélo byt hluboké (Ball, 1989;
Grossman, Wilson, Shulman, 1989; Marks, 1987; Steinberg, Marks,
Haymore, 1985; Wilson, 1988). Na druhé strané, protoze termin hloubka
je ,neurcity” a ,tézko postizitelny ve své definici a velikosti“ (Ball, 1989;
Wilson, 1988), jeho pochopeni postupuje jen pomalu. Ballové (1989)
navrhla tfi ,specifické znaky“ pro zdsadni znalosti uciteld, spravnost,
vyznam a propojenost, aby se vyhnula vyrazu hluboky, ktery povazuje
za neurcity pro popis toho, jaké maji ucitelé znalosti obsahu.
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Na zakladé svého vyzkumu definuji porozumeét tématu do
hloubky jako spojit ho s konceptualné silnéjsimi predstavami
o predmétu. Cim bliZe je piedstava ke struktute discipliny, tim
je mocnéjsi, a tim vic témat tedy dokdze podpoftit. Porozumeét
tématu v Siri naproti tomu znamena spojit je s tématy, kterd
maji obdobnou nebo slabsi konceptualni silu. Vezméme napfti-
klad znalostni balicek pro odcitani s preskupovanim. Spojit
odc¢itani s preskupovanim s tématy scitani s prenosem, odci-
tani bez preskupovani a scitani s prenosem je zalezitosti Site.
Spojit je s pojmy jako zdklad ¢iselné soustavy nebo s pojetim
toho, ze s¢itani a od¢itdni jsou inverzni operace, je véci hloub-
ky. Hloubka a sife vsak zavisi na dislednosti, na schopnosti
,Projit“ vsemi ¢astmi oboru, navzajem je provazat. Dislednost
je skutecné tim, co ,slepuje“ matematické znalosti do souvis-
1ého celku.

Dtikladné porozumeéni elementarni matematice je samoziej-
mé mozné proto, Ze elementarni matematika je predevsim obo-
rem hloubky, $ife a dtslednosti. Ucitelé, ktefi ji rozuméji takto
hluboce, siroce a dlisledné, nevymysleji souvislosti mezi mate-
matickymi predstavami, ale odhaluji a interpretuji je prostred-
nictvim vyuky matematiky a uceni se matematice. Takova vyuka
a uceni se maji zpravidla nasledujici vlastnosti:

Propojenost. Ucitel s DPMZ se celkové snazi vytvaret spojeni
mezi matematickymi pojmy a postupy, od jednoduchych a po-
vrchnich spojeni mezi jednotlivymi ¢dstmi znalosti po sloZitd
a podstatnd spojeni mezi riznymi matematickymi operacemi
a oblastmi. Kdyz se tato snaha odrazi ve vyuce, pak to, co se
7aci u¢i, nebude rozt#isténé. Zaci se neudi izolovana témata, ale
uceleny soubor znalosti.

Riiznorodé pohledy. Ti, kdo dosahli DPMZ, si uvédomuji rtz-
né aspekty urcité predstavy a rozlicné pristupy k reSeni véetné
jejich vyhod a nevyhod. Nadto dokazou ty rozli¢cné aspekty a pii-
stupy matematicky vysvétlit. Takovym zptisobem mohou ucitelé
dovést zaky k pruznému chapani discipliny.
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Zdkladni predstavy. Ucitelé s DPMZ ukazuji matematické
postoje a zejména si uvédomuji ,jednoduché, ale silné zakladni
pojmy a principy v matematice“ (napf. my$lenku rovnosti). Tyto
zakladni predstavy zpravidla opakuji a posiluji. Zameérenim se
na tyto zakladni predstavy nejsou zaci jen pobizeni, aby se ulo-
hami zabyvali, nybrz jsou vedeni k tomu, aby provadeéli skutec-
nou matematickou ¢innost.

Priibézné souvislosti.>® Ucitelé s DPMZ se neomezuji jen na
znalosti, které se maji vyucovat v urcitém roc¢niku, ale zdsadnim
zplisobem rozuméji celému kurikulu elementarni matemati-
ky. Diky DPMZ jsou ucitelé pripraveni vyuzit kazdou prilezitost
k zopakovani klicovych pojmu, které se zaci ucili drive. Védi
také, co se zaci budou ucit pozdéji, a vyuzivaji prilezitosti, aby
k tomu polozili vhodny zaklad.

Tyto Ctyfi vlastnosti spolu vzdjemné souviseji. Zatimco prvni
vlastnost, propojenost, je obecnym rysem vyuky matematiky
vedené clovékem s DPMZ, zbyvajici tfi — rtiznorodé pohledy,
zakladni predstavy a prabézné souvislosti — jsou typy spojeni,
které vedou k riznym aspektim smysluplného poznavani ma-
tematiky: Site, hloubka a daslednost.

Staticky model jako na obrazku 5.3 bohuzel nemtze zobrazit
dynamiku téchto spojeni. Ucitelé pri vyucovani organizuji své
znalostni balicky podle kontextu vyuky. Spojeni mezi tématy se
méni s postupujici vyukou. Ustredni sou¢ast znalostniho bali¢-
ku pro jedno téma se muze stat okrajovou soucasti znalostniho
balicku pro jiné téma a naopak.

Kdyz jsem vedla rozhovory pro svou studii, zamyslela jsem se
nad tim, jak lidé znaji obec nebo mésto, ve kterém ziji. Znaji ho
riznym zplisobem. Nékteri lidé, napriklad nové prichozi, znaji
jen misto, kde se nachdzi jejich dim. Nékteti lidé znaji velmi
dobrte své okoli, ale malokdy se vydaji ddle. Nekteri lidé asi védi,

56 Kaput (1993) pouziva tento vyraz pii popisu kurikula. Ja ho zde
pouzivam k popisu odpovidajici vlastnosti ucitelovych znalosti. Tato
vlastnost souvisi s aspektem, ktery Shulman (1986) nazyva kurikularni
znalosti.
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jak se dostat na néktera mista ve mésté, napiiklad kde pracuji,
kde jsou obchody, kam chodi nakupovat, kde jsou kina, do kte-
rych chodi divat se na filmy. Moznd vS$ak znaji jen jednu cestu,
jak se tam dostat, a nikdy se nenamdahaji zkouset jiné trasy. Jsou
ovsem lidé, napriklad taxikari, kteti ve svém mésté velmi dobte
znaji vSechny ulice. Pfi cesté z jednoho mista do druhého jsou
velmi prizplisobivi a sebejisti a znaji alternativni trasy. Jste-li
ve mésté poprvé, mohou vas provézt trasou, kterd vam meésto
nejlépe predvede. Kdyz spéchate, v kazdé denni dobé znaji tra-
su, kterou se do cile dostanete nejrychleji. Dokdzou najit misto
i bez uplné adresy. Kdyz jsem hovotila s uciteli, uvédomila jsem
si, Ze je urcita podobnost mezi tim, jak Ize rGznymi zptsoby
znat skolskou matematiku, a tim, jak lze riznymi zptisoby znat
ulice ve mésté. To, jak ucitelé s DPMZ znaji skolskou matema-
tiku, se mi zdd v jistém smyslu velmi podobné tomu, jak zdatny
taxikar znd meésto. Taxikar také mtze mit v hlavé mapu uspora-
dani mésta. Ucitelova mapa skolské matematiky vsak musi byt
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SHRNUTI

V této kapitole jsme porovnavali, jak ¢inSti a americti ucitelé
celkoveé rozumeéji ¢tyrem tématim diskutovanym v predchozich
kapitolach. Odpovédi téchto dvou skupin uciteld ukazuji, Ze ele-
mentdrni matematika je interpretovana v Ciné a ve Spojenych
statech zcela odlisSné. Americti ucitelé sice prokazovali zajem
o vyuku vedouci ke konceptudlnimu porozumeéni, jejich odpo-
veédi vSak odrazely pohled, ktery je ve Spojenych statech bézny,
totiz zZe elementdrni matematika je ,jednoducha®, ze je to naho-
dild soustava faktli a pravidel, podle niz provadét matematiku
znamend dodrzovat krok za krokem sadu postupti, abychom
dospéli k vysledku (Ball, 1991). Pro ¢inské uditele bylo dulezité
védét, pro¢ algoritmy ddvaji smysl, jakoz i to, jak se provadéji.
Méli podobné postoje jako praktikujici matematici. Vyklad zpra-
vidla oddvodnovali symbolickym odvozenim, tlohu fesili vice
zplisoby a rozebirali vztahy mezi ¢tyimi zakladnimi operacemi
aritmetiky.
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Cinsti uc¢itelé u kazdého ze tf{ témat z rozhovort, které vy-
ucuji, popsali ,znalostni balicek, sit proceduralnich a kon-
ceptudlnich témat, ktera vyuku prislusného tématu podporuji
nebo se o ni opiraji. Role soucasti znalostniho balicku se mé-
nila. Situace, kdy byl urcity pojem zavadén poprvé, byla po-
vazovana za ,klicovou soucdst® a ve vyuce se na ni kladl vétsi
diraz. Napriklad ,scitani a od¢itani do dvaceti® se povazuje za
klicovou soucdst znalostniho balicku pro odc¢itani s presku-
povanim, protoZze je to poprvé, kdy se pouzije pojem skladani
a rozkladani desitky.

Na elementarni matematiku Ize nahlizet jako na ,jednodu-
chou“, nekomplikovanou matematiku — soustavu postupt —nebo
jako na matematicky zaklad. Matematicky zaklad je elementar-
ni, zdkladovy, primdarni. Je elementarni, protoZe u néj pozna-
vani matematiky zac¢ind. Je primdrni, protoze obsahuje vychozi
prvky pokrocilejsich matematickych pojeti. Je zdkladovy, protoze
poskytuje zaklad toho, co se zaci budou dale ucit.

Diikladné porozumeéni matematickym zdkladim (DPMZ) ne-
spociva jen v dobrém konceptudlnim porozumeéni elementarni
matematice. Znamend to uvédomovat si konceptudlni struk-
turu a zdkladni postoje v matematice spjaté s elementdrni ma-
tematikou a mit schopnost poskytovat pro tuto konceptualni
strukturu zaklady a vstépovat tyto zakladni postoje zakdam.
Dutkladné porozuméni matematice ma $iri, hloubku a da-
slednost. Sife porozuméni je schopnost spojovat ur¢ité téma
s tématy obdobné nebo slabsi konceptudlni sily. Hloubka po-
rozumeéni je schopnost spojovat urc¢ité téma s tématy koncep-
tudlné silnéjsimi. Daslednost je schopnost propojovat vsechna
témata.

Vyuka ucitele s DPMZ se vyznacuje propojenosti, podporu-
je rozmanité pristupy k reseni dané ulohy, opakuje a posiluje
riznorodé myslenky a je pribézné souvisla. Ucitel s DPMZ do-
kaze zaktim odhalit a interpretovat spojeni mezi matematicky-
mi pojmy a postupy. Ocenuje rtizné stranky néjaké myslenky
arozlicné pristupy k resSeni vcetné jejich vyhod a nevyhod a umi
tyto rizné stranky a pristupy zaktm vysvétlit. Ucitel s DPMZ
si je védom ,jednoduchych, ale silnych“ zdkladnich myslenek
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v matematice a snazi se je opakovat a posilovat. Zasadnim zpu-
sobem rozumi celému kurikulu elementarni matematiky, a je
tedy pripraven vyuzit prilezitosti k zopakovani pojm1, které se
zaci ucili drive, a klast zadklady pro pojmy, které se budou ucit
pozdéji.
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