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PREDMLUVA

Cisla mé fascinovala odjakziva. Maminka mé naudila ¢ist a pocitat ddvno
pfedtim, nez jsem Sel do Skoly. KdyZ jsem pak prvniho dne ze Skoly pfisel,
pry jsem si stézoval, Ze jsme ,se vibec nic nenaudili“. Rodi¢e mé zfejmé
pfipravovali na ten obtiZzny den v mém Zzivoté sliby, Ze se ve skole dozvim
spoustu zajimavych véci, a ja tu propagandu vzal pfilis vazné. Ale zakratko
jsem se uz ucil o planetach a dinosaurech a jak si udélat sadrové zvitatko.
A takeé dalsi véci o cislech.

Cisla mé okouzluji i dnes a stale se o nich dozvidam nové véci. Dnes ale
hned zdtraznuji, Ze matematika je o mnoha rtiznych vécech, nejen o ¢is-
lech; kuptikladu studuje tvary, symetrie a pravdépodobnosti - ale ¢isla jsou
v pozadi vieho. A kazdé ¢islo je jedinecny original. Nékolik z nich vy¢niva
z fady a hraje ustfedni roli v mnoha riaznych oblastech matematiky. Nejzna-
méjsi z nich je m, s nimz se nejdfiv setkavame v souvislosti s kruznici, ale
prekvapivé se objevuje i v problémech, které s kruznici nemaji nic spolec-
ného.

Vétsina Cisel nemtiZe aspirovat na takovou univerzalni dtleZitost, ale ob-
vykle 1ze nalézt néco zajimavého i na téch nejnenapadnéjsich. Ve Stoparové
pruvodci po galaxii je to Cislo 42, jez je odpovédi ,na zékladni otazku Zivota,
vesmiru a viibec“. Douglas Adams fekl, Ze zvolil toto ¢islo, protoze kratky pru-
zkum mezi pfateli ukazal, Ze to je absolutné nezajimavé c¢islo. Ve skutecnosti
to ale neni pravda, jak si ukazeme v posledni kapitole.

Kniha je uspofadana pomoci ¢isel samych, i kdyz ne vzdy v potadi podle
jejich velikosti. Kromé kapitol 1, 2, 3 atd. jsou tu také kapitoly 0, 42 a -1,
kapitola % kapitola 7, kapitola 43 252 003 274 489 856 000 a kapitola /2.
Mnoho disel, ktera by potencialné vedla k zajimavym kapitolam, ztstalo
pochopitelné jen na Ciselné ose. Kazda kapitola za¢ina kratkym shrnutim
hlavnich témat, ktera budou nasledovat. Nevadi, kdyz vam tato shrnuti bu-
dou pfipadat zahadna nebo kdyz budou obsahovat tvrzeni bez jakéhokoli
dtikazu: to vSechno se vyjasni, az budete cist dal.
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Stavba kapitol je jednoducha: kazda kapitola se soustfeduje na jedno cislo
a vysvétluje, ¢im je zajimavé. Napftiklad cislo 2 je zajimavé, protoze vede
k pojmu sudy/lichy, ktery se vyskytuje v celé matematice a védé obecné;
Cislo 43252003 274489 856 000 je zajimavé, protoze odpovida poctu moz-
nych usporadani Rubikovy kostky.

JelikozZ jsem zatadil do knihy i kapitolu 42, musi to byt také zajimavé ¢islo;
tedy aspon trochu.

Na tomto misté musim zminit recitovanou piseit Arla Guthrieho Masakr
v Aliciné restauraci, ktera podrobné a opakované popisuje likvidaci odpadu.
Kdyz pisen trva deset minut, Guthrie se zarazi a fekne: ,Ale to vlastné neni
to, o cem jsem chtél s vami mluvit.“ Nakonec zjistite, Ze vlastné o tom chtél
mluvit, ale odpadky tvofi jenom ¢ast obsahlejsiho pfibéhu. Takze tak jako
Arlo Guthrie ted fikam: tahle kniha vlastné neni o cislech.

Cisla jsou jenom tivodem, cestou, kterd nas vede k iZasné matematice, jeZ
se od nich odviji. Kazdé ¢islo je pozoruhodné. Kdyz k nim budete pfistupovat
jako ke svébytnym osobnostem, stanou se vasimi prateli. Kazdé vypravi svij
vlastni pribéh, ktery je ¢asto propojen s pfibéhy fady dalsich cisel, ale to,
co je dtilezité, je matematika, jeZ je spojuje. Cisla jsou postavy v dramatu
a to nejdilezitéjsi je praveé toto drama. Na druhé strané, bez hercti se Zadné
drama neobejde.

Pro snazsi orientaci je kniha rozdélena do casti podle druhu pojedna-
vanych Cisel: mala pfirozena cisla, zlomky, realna cisla, komplexni Cisla,
nekonecno... AZ na par vyjimek, kterym se nedalo zabranit, probirame latku
tak, ze prvni kapitoly obsahuji zaklady, na nichz stavi pokrocilejsi kapitoly
o zcela novych vécech. Tento pozadavek ovlivnil, v jakém poradi cisla vy-

partie, protoze to je jedina pfileZitost, jak se o nich zminit. Kdyz budete mit
s takovymito pasazemi problémy, vynechejte je a pokracujte dal. Pozdéji se
k nim muZete vratit.

Tato kniha je partnerem mé stejnojmenné iPadové aplikace Incredible Num-
bers. Ke cteni této knihy aplikaci nepotebujete a naopak nepotiebujete znat
knihu pro sledovani aplikace. Dokonce se da fict, Ze aplikace a kniha toho
maji dost malo spolec¢ného. Spise se vzajemné dopliuji, protoze kazdé z uve-
denych médii md jiné mozZnosti.
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Cisla jsou skutecné neuvéfitelna - ne v doslovném slova smyslu, Ze snad
nelze vétit tomu, co se o nich fika, ale naopak, ve smyslu pozitivnim. A ma-
Zete se z nich tésit bez jakychkoli vypocti. Miizete sledovat, jak se postupné
vyvijela v Case, a kochat se z krasy jejich zakonitosti, poucit se, jak se pouzi-
vaji, a obdivovat, jak nas dokazou prekvapit: ,Netusil jsem, jak fascinujici je
¢islo 56! Ale fascinujici je. Opravdu.

Stejné tak jako ta ostatni. Vcetné Cisla 42.
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1,2,3,4,5,6,7, .. Mize byt néco jednodussiho? A pfitom to byla pravé
Cisla spise nez co jiného, co umoznilo lidstvu vyhrabat se z bidy a lopotného
Zivota a zamitit ke hvézdam.

Jednotliva cisla maji rizné vlastnosti, coz vedlo ke vzniku raznych oblasti
matematiky. Ale nez se témto vlastnostem budeme postupné vénovat, bude
dobré, kdyz v rychlosti zodpovime tfi zakladni otazky: Jak ¢isla vznikla? Jak
se pojem Cisel vyvijel? A co ¢isla vlastné jsou?

VINIK CiSEL

Asi pred 35 000 lety, v dobé pozdniho paleolitu, udélal néjaky clovék 29 za-
fezli na lytkovou kost paviana. Byla nalezena v jeskyni v pohofi Lebombo
ve Svazijsku a nazyva se lebombska kost. Predpokladame, Ze Slo o vrubovku,
predmét slouzici k zaznamenani néjakého cisla poctem vrubt: |, [, |||, atd.
Lundrni mésic trva 29,5 dni, takZe to mohl byt primitivni lunarni kalendar -
nebo zaznam menstruacnich cykl. Anebo muze jit jenom o nahodny pocet
zarezl, nékdo si prosté s tou kosti hral.

)

Obr. 1: Pohled na pfedni a zadni stranu kosti z Ishanga. Pfirodovédné mu-
zeum, Brusel.
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Jinou vrubovku - vl¢i kost s 55 zatezy - nalezl v roce 1937 Karel Absolon
v Ceskoslovensku. Ta je stard asi 30 000 let.

Holenni kost z paviana se zatezy nalezl v roce 1960 v pozUstatcich po
drobné rybarské komunité, kterou pohibila erupce sopky, i belgicky geolog
Jean de Heinzelin de Braucourt. Misto nalezu se dnes jmenuje Ishango a lezi
na hranici Ugandy s Demokratickou republikou Kongo. Stafi kosti bylo
odhadnuto na 20000 let.

Nejjednodussi vysvétleni je, Ze jde opét o vrubovku. Nékteti antropologové
jdou ale dal: vidi v zafezech néjakou aritmetickou strukturu, jako je nasobent,
déleni ¢i prvocisla; nékteti soudi, Ze jde o Sestimésicni lunarni kalendar; jini
jsou presvédceni, Ze zafezy slouzily jen k tomu, aby se kost 1épe drzela v ruce,
a ze zadny hlubsi vyznam nemaji.

Zatezy jsou rozhodné zvlastni a vyskytuji se ve tfech skupinach. V pro-
stfedni jsou dcisla 3, 6, 4, 8, 10, 5, 7. Dvakrat 3 je 6, dvakrat 4 je osm,
a dvakrat 5 je 10. OvSem poradi posledni dvojice je obracené a 7 do této
interpretace nezapada viibec. Nalevo je skupina s ¢isly 11, 13,17, 19 - coz
jsou prvocisla mezi 10 a 20. Skupina napravo obsahuje licha ¢isla 11, 21,
19, 9. Soucet cisel v levé a pravé skupiné je 60.

Problém s objevovanim podobnych zakonitosti spociva v tom, Ze je ob-
tizné nalézt posloupnost malych ¢isel, ktera by néjaké takové zdkonitosti
nevykazovala. Tak naptiklad v tabulce 1 je uvedena plocha deseti baham-
skych ostrtvki, coz jsou ¢isla od 11 do 20. Abych ¢isla usporadal, sefadil
jsem ostravky podle abecedy

Jméno Plocha ve ¢tvere¢nich milich
Berry 12
Bimini 9
Crooked Island 93
Little Inagua 49
Mayaguana 110
New Providence 80
Ragged Island 14
Rum Cay 30
Samana Cay 15
San Salvador Island 63

Tabulka 1: Druhd desitka nejvétsich ostrivktt Bahamského spoleCenstvi a jejich
velikosti.

1
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nasobky 3 nasobky 10 nasobky 3

12 9 93 49 110 80 14 30 15 63

| || ]

Ctverce nasobky 7 dvojnasobek

Obr. 2: Nékteré zdanlivé symetrie v rozlohdch bahamskych ostrova.

V prvni fadé md cely seznam rozloh ndadhernou symetrii. Na obou koncich
jsou tfi nasobky cisla 3. Uprostfed jsou nasobky 10, které oddéluji dva
nasobky 7. A co vic, vlevo jsou dva Ctverce, 9 = 32 249 = 72 které jsou
oba ctverce prvocisel. Dvojici sousednich ¢isel na druhé strané tvoti cisla 15
a 30, z nichz druhé je dvojnasobkem prvého. V posloupnosti 9-93-49 maji
vSechna cisla v sobé 9. Viechna po sobé jdouci ¢isla jsou alternativné mensi
a vétsi, az na Cisla 110-80-14. A jesté, vsimli jste si, Ze zadné z Cisel neni
prvocislo?

Ale pojdme dal. Dalsi problém s kosti z Ishanga spocivd v tom, Ze je
prakticky nemozné nalézt néjaky dtikaz, ktery by podporoval tu nebo onu
interpretaci. Nicméné zafezy na kosti jsou jisté zajimavé. Tak jako vSechny
Ciselné hadanky. A ted néco méné problematického.

Pred deseti tisici lety pouzivali lidé na Blizkém vychodé k zaznamu ¢isel
hlinéné ttvary, tokeny, mozna pro tcely dani nebo jako dtikaz vlastnictvi. Nej-
starsi pochazeji z Tepe Asiab a Ganj-i Dareh Tepe, dvou mist v pohofi Zagros
v [ranu. Hlinéné tokeny mély riizny tvar. Kulicka se symbolem + znamenala
ovci; sedm kuli¢ek bylo sedm ovci. Aby kulicek nebylo pfili§ mnoho, méli
hlinény token pro deset ovci, jenz mél jiny tvar. Podobné existoval hlinény
utvar pro deset koz atd. Archeolozka Denise Schmandtova-Besseratova dosla
k zavéru, Ze hlinéné utvary reprezentovaly zakladni Zivotni potfeby té doby:
obili, zvifata, dzbany s olejem.

Kolem roku 4000 pf. n. L. se tyto tokeny navlékaly na provazek jako na-
hrdelnik. JelikoZ bylo snadné zménit jejich pocet tim, Ze by se tam néjaky
pridal nebo odnal, bylo tfeba zavést néjaké bezpecnostni opatfeni: tokeny
byly opatfeny hlinénym krytem, ktery pak byl vypalen. Hadku ohledné
spravného poctu tokenti uvniti bylo mozné rozhodnout rozbitim hlinéného
pouzdra.

Aby se pouzdra nemusela rozbijet, zacali ufednici staré Mezopotamie
pfiblizné od roku 3500 pf. n. L. zaznamenavat pocet Zetonli obsazenych
uvnitf na hlinéné pouzdro.

12
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Obr. 3: Hlinéné pouzdro a tokeny, urucké obdobi, nalezisté Stusy.

Pak si jeden bystry byrokrat uvédomil, Ze se symboly na pouzdru uz jsou
tokeny uvnitf zbyte¢né. Dlisledkem byl vznik symbolt reprezentujicich pocet,
coz vedlo ke vzniku vSech pocetnich systémti a mozna i ke vzniku pisma
jako takového.

Tato kniha ovSem neni primarné historicka, takze se zminime o pozdéjsich
systémech notace v kontextu konkrétnich ¢isel. Naptiklad o starodavné
amoderni desetinné soustavé pojedname v kapitole 10. Nicméné, jak jednou
poznamenal slavny matematik Carl Friedrich Gauss, dilezité nejsou symboly,
ale pojmy. Nasledujici kapitoly budou srozumitelnéjsi, kdyz je pojedname
v kontextu ménici se koncepce Cisel. Takze ted rychle probereme hlavni
Ciselné soustavy a s tim spojenou terminologii.

STALE SE ROZRUSTAJICI GISELNY SYSTEM

Mame sklon povazovat Cisla za cosi daného a neménného, za cosi, co je
soucasti prirody. Ve skutecnosti jsou to ale lidské vynalezy - a navic velice
uzitecné, protoze reprezentuji diilezité aspekty svéta kolem nas. Tfeba kolik
vlastnime ovci nebo jak je stary vesmir. Priroda nds stale znova piekvapuje
tim, Ze nam klade nové otazky; odpovédi na né mohou obcas vyzadovat nové
matematické koncepce. Nékdy zase potencialné uzitecné struktury vznikaji
z vnitfni potfeby matematiky. Matematici proto musi ¢as od ¢asu rozsifit
pocetni systém vytvorenim nového typu cisel.

13
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> o A 40D

Obr. 4: Vievo: Egyptské hieroglyty pro % a % Uprostied: Vadzetino oko.
Vpravo: Zlomky, které jsou z obrazku oka odvozeny.

Uz jsme vidéli, jak cisla vznikla z potfeby pocitat véci. Ve starém Recku
vypadal seznam ¢isel nasledovné: 2, 3,4, ... Cislo 1 mélo vyhradni postavent,
nebylo ,opravdovym* ¢islem. Pozdéji zacalo byt zfejmé, Ze tato konvence je
hloupa, a 1 se stala plnopravnym cislem.

Dalsim velkym krokem rozsifujicim pocetni systém bylo zavedeni zlomkii.
Jsou uzitecné, kdyz potiebujete néjakou komoditu rozdélit mezi nékolik lidi.
Kdyz maji tfi lidé dostat stejny dil ze dvou buslt zrna, kazdy dostane %
buslu.

Stafi Egyptané zobrazovali zlomky tfemi rliznymi zptisoby. Pro zlomky
% a % méli zvlasni hieroglyty. Pro zlomky tvaru 1 déleno prvnimi Sesti
mocninami 2 uzivali rizné ¢asti Horova nebo VadZetina oka. A konec¢né
méli zvlasni hieroglyty pro zlomky typu ,jedna déleno ¢imkoli*: 1/2, 1/3,
1/4, 1/5 atd. VSechny ostatni zlomky vyjadfovali jako soucet téchto zlomki
s citatelem 1. Naptiklad

+

N | —
| —

2
3
Nevime, pro¢ nepsali % = % + % ale nepsali to tak.

Symbol pro nulu se objevil mnohem pozdéji, nejspis pro néj nebylo
mnoho uplatnéni. Kdyz nemate zadné ovce, nepotiebujete je ani pocitat,
ani si psat jejich seznam. Nula byla zavedena jako symbol a nepovazovala
se za Cislo. Ale kdyz ¢insti a indi¢ti matematici zavedli zaporna cisla (kapi-
tola —1), zacala byt 0 povazovana za cislo. Kupfikladu 1 + (=1) = 0 a soucet
dvou cisel musi samoziejmeé byt zase cislo.

Cisla

0,1,2 3,45 6,7, ..

14
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nazyvaji matematici pfirozend cisla, a kdyz se k nim ptipoji zaporna Cisla,
dostavame cisla cela

ey, =3, -2,-1,0, 1, 2, 3, ...

Zlomky, nula a zaporné zlomky tvofi racionadlni cisla.

Cislo je kladné, kdy? je vétsi nez nula, a zaporné, kdy? je mensi nez nula.
Takze kazdé Cislo (celé nebo racionalni) lezi v pravé jedné kategorii: ¢isla
kladna, zaporna nebo nula. Kdyz néjaké objekty pocitame, pouzivame k tomu
kladna cela cisla

1,2,345,6,7, ..

To vede k ponékud neobratné terminologii: pfirozena cisla nebo cela ¢isla
0,1,2 3,45 6,7, ..

jsou Casto nazyvana nezdpornd cela cisla. Pardon.

Rozsifeni celych cisel o zlomky bylo na dlouhou dobu posledni. Ale uz
stafi Rekové dokazali, Ze Etverec racionalniho ¢isla se nikdy nemtiZe rovnat 2.
Pozdéji to bylo vyjadfeno tvrzenim, Ze &islo v/2 je iracionalni, tedy Ze neni
raciondlni. Rekové to vyjadfovali ponékud komplikovangji, ale védéli, Ze
/2 musi existovat: Podle Pythagorovy véty je to délka thlopficky ve Gtverci,
jehoz strana je 1. Takze potfebujeme vic ¢isel: racionalni to sama nezvladnou.
Rekové objevili sloZitou geometrickou metodu, jak pracovat s iracionalnimi
Cisly, ale nebyla zcela uspokojiva.

Dalsim krokem, ktery umoznil moderni pojeti ¢isel, bylo zavedeni dese-
tinné carky a desetinného znaceni. Umoznilo to vyjadfit iracionalni ¢isla
s velkou pfesnosti. Naptiklad

V2 ~14142135623

s presnosti na 10 desetinnych mist (symbol ~ znamena ,je pfibliZzné rovno®).
Tento vyraz pro odmocninu neni pfesny: Ctverec pravé strany je

1,999 999 999 793 255 981 29.
Lepsi aproximace, spravna na 20 desetinnych mist, je
V2~ 1414213562373 095 048 80,

ale ani to neni pfesné. Nicméné, bude-li posloupnost desetinnych ¢isel neko-
necné dlouha, lze bez porusenti logiky tvrdit, Ze takové vyjadieni uz presné je.

19
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Samozfejmé Ze takové rozvoje nelze vypsat celé, ale 1ze zavést formalismus,
v némz maji smysl.

Nekonecné dlouha desetinna ¢isla (coz zahrnuje i ¢isla, kterd maji konecny
pocet mist - ta miizeme doplnit nekonecnym poctem nul) se nazyvaji redlnda
¢isla, ¢astecné i proto, ze pfimo odpovidaji méfenim v realném svété, jakymi
jsou stanoveni délky ¢i vahy. Cim pfesnéjsi méfeni je, tim vice desetinnych
mist potfebujeme; kdybychom méfili absolutné pfesné, potiebovali bychom
jich nekone¢né mnoho. Je trochu ironie, Ze ,realné“ je definovano nekonec-
nym vyrazem, ktery ani nemtiZzeme napsat. Zaporna realna cisla jsou také
mozna.

Az do 18. stoleti se zadné jiné matematické pojmy za skutecna Cisla ne-
povazovaly, nicméné uz v 15. stoleti nékolik matematikt napadlo, jestli by
nemé¢l existovat novy typ isla, a sice odmocnina z —1. Bylo by to ¢islo, které
nasobeno samo sebou by dalo —1. Na prvni pohled to vypada nesmysIné,
protoze druha odmocnina z libovolného realného ¢isla je bud kladnd, nebo
rovna nule. Ale ukazalo se, Ze doplnit ¢isla 0 odmocninu z —1 byl dobry
napad, a Leonhard Euler pro ni zavedl symbol i - podle slova ,imaginarni®.
Toto pojmenovani mélo odlisit v/~1 od starych dobrych realnych ¢isel. Bohu-
zel to také vedlo ke zbyte¢nému mysticismu - Gottfried Leibniz se o tomto
¢islu jednou zminil jako o ¢islu, které . kombinuje byti a nebyti“ - coz zatem-
nilo dutlezity fakt, Ze realna i imaginarni ¢isla jsou, pokud jde o jejich logické
postaveni, zcela rovnocenna. Jsou to lidmi vytvofené pojmy, které modeluji
reality, i kdyZz samy o sobé ,fyzicky realné" nejsou.

Existence Cisla i ma za nasledek, Ze je tfeba zavést mnoho dalSich cisel,
abychom mohli provadét aritmetické operace - vysledna cisla se zapisuji
treba 2 + 3i. Rikame jim komplexni &isla a poslednich par stoleti bychom se
bez nich neobesli. Tahle pfekvapujici skutecnost bude pro vétsinu lidi novin-
kou, protoze ve Skolni matematice se s komplexnimi Cisly ¢asto nesetkali. Ne
proto, Ze by komplexni ¢isla nebyla dost dtlezita, ale protoze jde o abstraktni
pojem a jejich pouziti v praxi je prilis slozité.

Matematici pro razné typy cisel radi pouzivaji zvlastni symboly. My je dal
pouzivat nebudeme, ale asi byste je méli aspon jednou vidét:

N = mnozina vSech pfirozenych ¢isel 0, 1, 2, 3, ...

Z = mnozina vsech celych ¢isel ...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...

@ = mnozina v3ech racionalnich cisel
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R = mnozina vSech realnych cisel

C = mnozina vsech komplexnich ¢isel
Jednotlivé mnoziny do sebe zapadaji jako ruské matrjosky:
NCZcCcQcCRCC,

kde symbol C znamena ,je obsazeno v“. VSimnéme si, ze naptiklad celé
Cislo 3 je také zlomek % My takhle trojku vétSinou nepiSeme, ale oba za-
pisy predstavuji stejné cislo. Podobné je kazdé racionalni cislo také realné
a kazdé realné ¢islo je také komplexni. Staré Ciselné systémy nejsou novymi
nahrazeny, ale jsou v nich obsazeny.

Ani komplexnimi ¢isly nekon¢i rozsifovani ¢iselného systému, které ma-
tematici po staleti podnikaji. Existuji napf. kvaterniony H a oktoniony O
(kapitola 4). Ale ty je lépe zavadét algebraicky nez v ramci aritmetiky.* Takze
skonc¢ime vykladem o jednom rozporuplném cisle - nekonecnu. Filozoficky
vzato se nekonecno lisi od béznych ¢isel a nepatfi do zadného ze standard-
nich ¢iselnych mnozin pocinaje Cisly ptirozenymi a komplexnimi ¢isly konce,
nicméné se vzdy vznaselo na obzoru, podobné ¢islu a pfitom mezi Cisla ne-
patfici. Tak tomu bylo, dokud se Georg Cantor nevratil na zacatek, k pocitani
objektt, a neukazal, Ze nejenom nekonecno je ¢islo ve smyslu pocitani véci,
ale Ze existuji nekonecna riiznych velikosti. Mezi nimi jsou napt. Ro, udavajici
pocet ptirozenych Cisel, a ¢, pocet realnych cisel, ktery je vétsi nez V. Jak
moc je VEtsi, je sporné: zalezi to na systému axiomd, na nichz matematiku
budujeme.

Ale zatim to nechme tak, dokud neziskame dost intuice studiem obycej-
nych ¢isel. Coz nas ptivadi k tieti otazce.

C0 JE T0 GiSL0?

Vypada to jako jednoducha otazka, ale odpovéd na ni jednoducha neni.
Vsichni vime, jak s ¢isly zachazet. VSichni vime, jak vypada sedm ovcinebo

sedm krav ¢i sedm Zidli. VSichni umime pocitat do sedmi. Ale co to je sedm?
Neni to ten symbol ,7“. To je jen urcita volba a v jinych kulturach je i jina:

Arabové uzivaji V, Cinané t nebo formalnéji ¥.

* Aritmetika se zabyva popisem zakladnich operaci s Cisly. Algebra se zabyva
abstrakci pojmt a objektti (jako jsou ¢isla, polynomy, matice apod.) a pravidly ma-
nipulace s témito symboly. Pozn. prekl.
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Neni to ani slovo ,sedm® - ve francouzstiné to je sept, v anglictiné seven
a v némciné sieben.

Zhruba v poloviné 19. stoleti si nékolik matematickych logikti uvédomilo,
ze ackoli vSichni spokojené po tisice let ¢isla pouzivame, nikdo vlastné po-
fadné nevi, co to je. Proto pfisli s otazkou, ktera nemeéla byt nikdy vyslovena:
co je cislo?

Je to zaludnégjsi, nez se zda. Cislo neni nic, na co by se dalo ve svété kolem
nas prosté ukazat. Je to abstrakee, lidsky vymysl - je odvozen z reality, ale
neni skutecné redlny.

Mozna to zni prekvapivé, ale ¢isla v tomto smyslu nejsou ojedinély koncept.
Podobné je na tom vSeobecné znamy pojem penize. Vsichni vime, jak mame za
néco zaplatit a kolik dostaneme zpatky - a namlouvame si, Ze jde o vyménu
bankovek a minci. ZtotoZiiujeme penize s mincemi a bankovkami v nasi
penézence ¢i kapse. Ale tak jednoduché to neni. Kdyz pouzivame bankovni
kartu, nedojde k zadné vyméné bankovek a minci. Misto toho je odeslan
signal do karetni spolecnosti a nakonec do nasi banky a zméni se ¢isla na
nékolika uctech - nasem, naseho dodavatele a karetni spole¢nosti. Na britské
pétilibrové bankovce byvalo napsano: ,Na pozadani slibuji zaplatit drZiteli
této bankovky pét liber.“ Takova bankovka tedy nebyla Zadné penize, jen
slib penize zaplatit. Jednou za ¢as ji ¢clovék mohl vzit do banky a vymeénit ji
za zlato, které bylo povazovano za ty pravé penize. Dnes vam jediné vyméni
starou bankovku za novou. Ale ani zlato nebylo pravymi penézi - bylo to
jen jednou z fyzickych manifestaci penéz, jak plyne z toho, Ze jeho cena neni
stala.

Jsou tedy penize néjakymi Cisly? Ano, ale pouze v jistém pravnim smyslu.
Kdyz si napiSete na kus papiru 1 000000 $, nestanete se milionafem. To, co
déla penize penézi, je souhrn lidskych konvenci o tom, jak reprezentujeme
Cisla na bankovkach a jak je sménujeme za zboZi nebo jina ¢isla. DilezZité je,
co se s nimi da délat, ne jejich fyzicka podstata. Penize jsou abstrakei.

A ¢isla také. To ale Zadné velké objasnéni nepredstavuje, protoze cela ma-
tematika je abstrakci. Takze nékolik matematika si dal lamalo hlavu, co to
je za abstrakei, ktera definuje ,¢islo®. V roce 1884 napsal némecky matema-
tik Gottlob Frege knihu Die Grundlagen der Arithmetik (Zaklady aritmetiky),
v niz stanovil zakladni principy, na nichZ spociva pouzivani ¢isel. O deset let
pozdéji zaSel jesté dal a pokusil se tyto principy odvodit z jesté fundamental-
néjsich zakont logiky. Jeho Die Grundsetze der Arithmetik (Zakladni zakony
aritmetiky) vysly ve dvou dilech, prvni v roce 1893 a druhy v roce 1903.
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Frege se soustiedil na pocitani objektt a zaméfil se nikoli na ¢isla, ktera
pouzivame, ale na objekty, které pocitame. Kdyz polozime na stil sedm hr-
neckli a pocitame je 1, 2, 3,4, 5, 6, 7%, vypada to, ze dilezitymi objekty jsou
tato Cisla. S tim Frege nesouhlasil: jde o hrnky. Po¢itani umoznila skupinka
hrnkd, které jsme chtéli spocitat. S jinou skupinou bychom mohli dospét k ji-
nému Cislu. Frege nazval tyto skupiny tFidami. Kdyz pocitame, kolik hrnka
tato konkrétni tfida obsahuje, vytvatrime korespondenci mezi tfidami hrnku
a symboly cisel 1, 2,3,4,5,6,7.

L A B B R A R 2
RARReS

Obr. 5: Korespondence mezi poc¢tem hrnki a Cislicemi.

Podobné, mame-li tfidu talitt, mizeme takovou korespondenci také vy-
tvorit:

IR

Obr. 6: Korespondence mezi poctem talifti a ¢islicemi.

Kdyz to u¢inime, miizeme dojit k zavéru, ze tfida taliftt obsahuje stejny
pocet talifty, jako tfida hrnkt obsahuje hrnkt. Vime, i kolik to je: sedm.

Mize nam to pfipadat jako samoziejmé, az banalni. Ale Frege si uvédomil,
ze ve skutecnosti jde o velice hluboké tvrzeni. MiiZzeme totiz dokazat, ze tfida
talift i tfida hrnka maji stejny pocet objektli, aniz bychom pouzivali symboly
1,2,3,4,5,6, 7 aaniz bychom védéli, kolik téch hrnkd nebo talift je - staci
vytvofit korespondenci mezi tfidou hrnkd a tfidou talift.

Technicky je tento typ korespondence nazyvan prosté zobrazeni, kazdy
hrnek odpovida presné jednomu talifi. Pocitani by nefungovalo, kdybychom
néjaky hrnek vynechali nebo ho zapoditali vickrat. Ale nazyvejme to prosté
korespondenci a tento technicky detail méjme na mysli.
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Mimochodem, pokud jste se nékdy podivovali, pro¢ déti ve Skole travi ¢as
tim, Ze ,pfifazuji‘ kravy v jedné mnoziné kufatim ve druhé mnoziné nebo
néco podobného a spojuji zvifata na obrazcich ¢arami, muize za to Frege.
Néktefi teoretici vzdélavani doufali (a mozna potad doufaji), Ze tento postup
zlepsi détskou intuici pfi chapani cisel. Mné se spis zda, ze jde o preceno-
vani logiky, ignorovani psychologie a nepochopeni toho, co ,fundamentalni*
doopravdy je - ale nechci tady znovu rozpoutat valku mezi matematiky.*

Frege doSel k zavéru, Ze podstatou vyznamu slova ,cislo“ je pravé ko-
respondence mezi tfidami. Kdyz pocitame, kolik objektt je v néjaké tfidé,
srovnavame tuto tfidu se standardni tfidou, jejiz prvky jsou oznaceny kon-
venénimi symboly 1,2,3,4,5,6,7, ... (nebo jinymi, v zavislosti na kultufe,
k niz se hlasime). Frege si ale nemyslel, Ze by pojem ¢isla mél byt zavisly
na nasi kulture, takze ptiSel s metodou, jak se symbolt a liboviile v nich
zbavit uplné. Pfesnéji feceno, vynalezl univerzalni ,supersymbol*, ktery by
byl stejny v kazdé kultute. Ale neni to néco, co mtiZzete napsat na papir: je to
Cisté konceptudlni zalezitost.

Frege v prvni fadé zdliraznil, Ze objekty néjaké tfidy mohou samy tvorit
tfidu. Nemusi, ale neni dtvod, aby ji tvofit nemohly. Bedynka s plechovkami
vafenych fazoli miize slouzit za ptiklad z bézného Zivota: objekty bedynky
jsou plechovky a objekty plechovek jsou fazole. Takze klidné mizeme mit
tfidy, které jsou objekty jinych tfid.

Cislo ,sedm* je prostfednictvim korespondence pfidruZeno k libovolné
tfideé, ktera odpovida nasi tfidé hrnku nebo talifi nebo tfidé s ¢Cisly 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7. Kdyz zvolime jednu z téchto tfid a prohlasime, Ze pravé ta je Cislem,
je to nahodné rozhodnuti, které postrada eleganci a neni uspokojivé. Takze
proc to neudélat poradné a nepouzit ty tfidy viechny? Pak lze ¢islo ,,sedm*
definovat jako tfidu vsech trid, které jsou v korespondenci s libovolnou z dfive
zminénych tfid (¢ili jsou v korespondenci véechny navzajem). Kdyz ¢islo
sedm definujeme takto, mizeme zjistit, zda urcita tfida ma sedm objektd,

Obr. 7: Korespondence mezi po¢tem hrnkd a talift nevyzaduje zadné cislovky.

* Math war je spor mezi tradi¢nimi a reformnimi matematiky ohledné filozofie
a naplné vyuky matematiky na skolach v USA, viz napf. https:/en.wikipedia.org/
wiki/Math_wars. Pozn. ptekl.
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kdyz si ovétime, Ze je ve tfidé téchto tfid. Pro pohodli oznacime tuto tfidu
tfid slovem ,sedm®, ale tfida s timto jménem ma smysl, i kdybychom to
neudélali. Timto zptisobem Frege odlisil néjaké Cislo (pocet objektt) od
libovolné vybraného pojmenovani (¢i symbolu) pro toto ¢islo.

Ted mohl Frege definovat, co je Cislo: je to tfida vSech tfid, které jsou
v korespondenci s danou tfidou (a tedy mezi sebou navzajem). Tento typ
tfidy je tim, co jsme nazvali ,supersymbolem®. Pokud se nad tim zamyslime,
je to brilantni feSeni. Vysledkem je, Ze misto abychom vymysleli jméno pro
urcity pocet objektd, spojime vsechna mozna jména dohromady v jeden
objekt a ten pak pouzivame.

Fungovalo to? O tom si povime pozdé&ji, v kapitole Ny.
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