Kapitola 5
Prekvapivé vysledky
hyperbolické geometrie

Doposud jsme se zabyvali pouze teoretickymi zaklady nejvyznamnéjsich neeu-
kleidovskych geometrii a predstavili jsme si pritom jejich objevitele a okolnosti
jejich vzniku. Nyni se podrobnéji podivime na matematické disledky odmit-
nuti patého Eukleidova postulatu.

Pro zalatek shrneme Bolyaiovy a Lobadevského poznatky, abychom se
seznamili s chovanim jejich geometrie, ale nebudeme se pfi tom zatéZovat
uplnym vyctem jejich argumentd a teorémd.

Nejprevratnéjsim vysledkem hyperbolické geometrie je zména tradiéniho
vnimani prostoru. Veskeré grafy a ndkresy maji jako obvykle pouze pomocnou
funkci a v matematickych dikazech nehraji Zadnou roli, pfesto vsak jsou
nepostradatelné pro pochopeni obrovského skoku od eukleidovské geometrie
k hyperbolické.

Jak uz dobfe vime, hyperbolicka geometrie je necukleidovsky systém, ktery
paty postulat nahrazuje timto tvrzenim: ,Bodem P, ktery nelezi na ptimce /,
mohou prochazet alespon dvé riizné rovnobézky k [.“ Tento tzv. hyperbolicky
postulat rovnobézek lze znazornit dvéma rliznymi zplsoby, které se oba bézné

pouzivaji:

primka / primka /

Z této hypotézy lze odvodit rizné koncepty, které popisuji hyperbolicky
prostor. Zaéneme se zakladni vétou.
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5. PREKVAPIVE VYSLEDKY HYPERBOLICKE GEOMETRIE

Hrani¢ni Ghel rovnobézek a primek

Z4kladni véta hyperbolické geometrie se zabyva hraniénim dhlem rovnobézek
a ptimek. Pfi vysvétlovani za¢neme nasledujicim naértkem:

’
7

7
.7 ptimka n

oblast II

primka m

, ptimka /

Bodem P, ktery nelezi na pfimce /, prochazeji pravé dvé primky m a n
rovnobéziné k [ (takzvané hranicni primky), které vymezuji dvé oblasti (I a IT).
Viechny ptimky v oblasti I protinaji pfimku / (jsou to tedy vzhledem k /
riiznobézky) a naopak v oblasti I Zadné pfimky pfimku / neprotinaji (jsou to
vzhledem k / rovnobézky). Z toho vyplyva, Ze bodem P prochazi nekoneéné
mnoho rovnobézek.

’
7

7
.~ primka n
7

kolmice z P na [

7
~~ ptimka/
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MATEMATICKY SVET 3. NEEUKLEIDOVSKE GEOMETRIE

Jak je vidét na predchozim obrazku, pfimky m a n v oblasti I sviraji Ghel g,
ktery je mensi nez 180°.

Hodnota o = /2 se nazyva thel rovnobéZnosti. VSimnéte si, Ze Ghel « je
ostry (tedy mensi nez pravy). To je dileZité, protoze v eukleidovské geometrii
je tento Uhel vidy pravy.

Na druhém obrazku je také znazornéna kolmice z bodu P na pfimku /
a vzdalenost mezi P a [ je oznacena jako 4. Vidime, Ze velikost  zavisi na d
takto (nezapomeiite, Ze se nejedna o plochy povrch):

1. Kdyz se 4 zmen3uje, a se blizi k 90° (pravému ahlu).
2. Kdyz se 4 zvétsuje, a se blizi k 0°.

Pro nazornost si mizeme predstavit P jako objekt pfipevnény gumickou
kolmo k pfimce /. KdyZ se P pohybuje nahoru (tedy roste hodnota ), Ghel
rovnobéznosti se zmensuje — a naopak.

Existuje konstanta k£, ktera zavisi na jednotkach délky pouzitych pro 4
a objevuje se v nasledujicim vyrazu:

tg% = ek,

K vyse uvedené zavislosti miiZeme dojit i jinym zptsobem. Kdyz se hodnota &
zvysuje, prava strana rovnice se bliZi nule, takZe se bliZi nule i hodnota tg Ja,
coZ znamena, Ze « je témért 0.

KdyZ je naopak hodnota d velmi mala, tg 1o se blizi 1, takze la ~ tg In
radiand (vice v kapitole 6), coZ znamens, Ze a se blizi k }n radiant (neboli 90°,
tedy pravému Ghlu).

V eukleidovské geometrii se pfi zméné vzdalenosti Ghly timto zpisobem
neméni, v hyperbolické geometrii je v§ak tomu jinak — velikost dhlu vzdy

zavisi na hodnoté d.

Ekvidistantni krivky

V eukleidovské geometrii je vzdalenost mezi jakymkoliv bodem na pfimce s
a rovnobéznou pfimkou / vzdy stejna. Uz asi tusime, Ze v hyperbolické geo-
metrii to tak Gplné neplati.

Uvazujme pfimku / a pfimku s, kter4 je k ni rovnobézna. Pak si zvolme
libovolny bod P lezici na s, jako na obrazku:
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5. PREKVAPIVE VYSLEDKY HYPERBOLICKE GEOMETRIE

pfimka [

Vidime, Ze kdyz se P posouva doprava, jeho vzdalenost k pfimce / se zmen-
S$uje. Matematik by fekl, Ze se tato vzdalenost blizi k nule.

Mizeme také fict, Ze pfimka [ je asymptotou piimky s. Kdyz se P naopak
posouva doleva, jeho vzdalenost od [ se zvétsuje — fikame, ze [ a s diverguji.

V hyperbolické geometrii tedy pro rovnobézné pfimky nemusi platit, Ze od
sebe maji v kazdém bodé¢ stejnou vzdalenost — to by porusovalo paty postulat
hyperbolické geometrie. Pro ¢aru, ktera si udrzuje konstantni vzdalenost od

jiné pfimky, se proto pouziva termin ekvidistantni k¥ivka.

Pythagoras, trojuhelniky a délky

Nyni se podivame na problémy, které se tykaji trojihelnikd a kruznic a vztahd
mezi jejich obvodem a obsahem. Mimo jiné si na znamych stfedoskolskych
prikladech ukazeme, jak v hyperbolické geometrii vypada Pythagorova véta.

Trojahelniky

Vzorec pro obsah je v eukleidovské geometrii pro vSechny trojuhelniky stejny:
P = ]z x v, tedy zékladna krat vy$ka déleno dvéma. Jeho vieobecna platnost
vychazi z faktu, Ze soulet vnitinich ahli je vzdy 180°.

Nejpodivnéjsi vlastnosti trojuhelnika v hyperbolické geometrii je vztah
mezi vzorcem pro obsah a sou¢tem vnitfnich Ghld. Jak uz vime, v hyperbolické
geometrii je soulet vnitinich Ghld trojihelnika vZdy mensi nez 180°. To také
znamena, ze soulet vnittnich Ghld ¢tyfahelnika musi byt vzdy mensi nez 360°.

V eukleidovské geometrii plati, Ze pokud jsou Ghly «, § a y jednoho troj-
thelnika stejné velké jako uhly ¢/, f’ a y’ druhého trojahelnika, pak jsou si
tyto trojuhelniky ,,podobné®, coZ vS§ak neznamena, Ze jsou jejich strany stejné
dlouhé, protoze se mohou lisit velikosti. V hyperbolické geometrii ale plati,
ze dva podobné trojuhelniky jsou vZdy stejné velké.
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MATEMATICKY SVET 3. NEEUKLEIDOVSKE GEOMETRIE

Podivejme se podrobnéji na dikaz tohoto tvrzeni. UvaZzujme trojahelnik
s uhly , B ay. Jejich soucet je mensi nez dva pravé Ghly (180°), takze hodnota
180° - (a + B + y) bude ur¢ité kladna. Toto &islo se nazyva reziduum a je pfimo
umérné obsahu trojuhelnika.

Pro kazdé zakfiveni hyperbolické plochy existuje konstanta £ (zvana koe-
ficient imérnosti) takova, Ze obsah kazdého trojihelnika na této plose uréuje
nasledujici vzorec:

obsah = % x k? x (180° - (a +  +7)),
takZe maximélni obsah jakéhokoliv trojuhelnika je 7 x £2. (Trojdhelniky s ne-
omezené velkym obsahem nejsou v hyperbolické geometrii mozné.) Diikaz
zde neuvadime, protoze je velice slozity a zdlouhavy — i kdyz se vam to mozna
nezamlouva, budete tuto rovnici muset pfijmout jako fakt.

Vzorec pro vypoéet obsahu trojihelnika potvrzuje vyse uvedené tvrzeni, Ze
na rozdil od eukleidovské geometrie (kde dva trojihelniky se stejné velkymi
Ghly nemuseji mit stejny obsah a nemuseji byt tedy shodné) znamenaji v hy-
perbolickém svété shodné uhly (a tim padem i shodné reziduum) shodnou
velikost.

Pov§imnéme si také, Ze ¢im je trojuhelnik v hyperbolické geometrii vetsi,
tim ma vétsi obsah a mensi Ghly, ale Ze ve velice malych (fe¢eno matematickou
terminologii ,infinitezimalnich“) métitkach se souéet vnitinich Ghld trojahel-
nika pfiblizné rovna 180°. Lze tedy Fict, ze eukleidovska geometrie je limitnim
ptipadem hyperbolické geometrie.

Johann Heinrich Lambert, o némz jsme se jiz zminili v kapitole 3, uz v po-
loviné 18. stoleti zaznamenal, Ze pokud odmitneme paty EukleidGv postulat,
bude se soulet vniténich Ghli trojihelnika se zmensujicim obsahem zvétSovat
a pfibliZovat 180°.

Kruznice

Vyuka zakladl geometrie po celém svété se neomezuje pouze na trojuhel-
niky — do osnov patfi také kruznice a kazdy, kdo chodil do skoly, vi, co je
to polomér. Eukleidovsky zikon tika, Ze obvod je pfimo imérny poloméru .
Jejich vztah popisuje vzorec, ktery obsahuje dalsi slavnou matematickou kon-
stantu — T

obvod = 27tr.
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5. PREKVAPIVE VYSLEDKY HYPERBOLICKE GEOMETRIE

V hyperbolické geometrii vSak k vypoctu obvodu slouzi tento vzorec:

obvod = kn(e”* - e/¥) = kn <2 sinh %),

kde £ je koeficient imérnosti a sinh je takzvany hyperbolicky sinus. Cislo e je
dalsi dobfe znam4 konstanta, jejiz desetinny rozvoj zacina 2,718 281 828...
K dal$imu postupu budeme potfebovat definici hyperbolického sinu:

o _ e

sinho = 3

Kdyz v pfedchozim vzorci
r
k

nahradime funkci sinh jejim Taylorovym rozvojem, dostaneme nasledujici

obvod = /efr(e’//e - c"/k) = kb x 2sinh

rovnici:

6P+mk—4+

ktera obvod vyjadfuje jako souéet nekoneéné rady.

2 4

Kdyz se podrobnéji podivame na posledni ¢len této rovnice, zjistime, Ze

kdyZ je r velmi malé, vyraz (1+ Lr2/k? + ...) se blizi 1, takZe celou rovnici lze
zjednodusit na dobfe znamy vzorec pro obvod v eukleidovské geometrii:

obvod = 27r.

Piesnost tohoto zjednoduseni si mdzeme ukizat na velmi jednoduchém piikla-
du. Pro usnadnéni vypoétu budeme méfit vzdalenosti v kilometrech. Budeme
poéitat obvod kruznice o poloméru 100 km s koeficientem umérnosti £ = 10°.
Po dosazeni do vzorce s Taylorovym rozvojem:

172
obvod = an(l + R + )

a do eukleidovského vzorce ,obvod = 2mr zjistime, Ze chyba jednodus-
§iho vzorce je pouze 10~°. Pro polomér 1km je chyba je$té mensi — pouze
v tadu 10713, Kdyz budeme kruznici ddle zmengovat, bude se zmensovat i chy-
ba: pro polomér 1m je chyba pfiblizné 10-'°. Z toho vyplyva, Ze pro malé
rozméry lze vzorec pro obvod v hyperbolické geometrii aproximovat vzorcem
z eukleidovské geometrie. Tento typ dikazu mizZeme pouZit i u vzorce pro
obsah trojahelnika.
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