Predmluva

Coje to matematika? K ¢emu je dobra? Co matematici v dnesni
dobé délaji? Cozpak neni vSechno uz dédvno hotové? Konec-
konct, kolik novych ¢&isel se da vymyslet? Neni soucasna ma-
tematika jen zalezitost obrovskych vypoctt, pii kterych mate-
matik jen krmi a zaléva vzacné pocitace jako jakysi oSetfovatel
v ZOO? A kdyZ ne, je snad matematika néco jiného neZ nesro-
zumitelné vylevy supergéniti s hlavami v oblacich a nohama
svéSenyma z pysnych balkont1 vézi ze slonoviny?
Matematika je tohle vSechno, a nic z toho. Vétsinou je prosté
jind. Neni takova, jakou ji ¢ekate. A i kdyZ to zrovna vypada,
Ze je takové, jakou ji ¢ekate — otocite se k ni na chvilku zady,
a hned se zméni. Ur¢ité to neni jen pevny soubor znalosti, jeji
rozvoj se neomezuje na vynalézani novych cisel a jeji skryta
chapadélka pronikaji do vSech stranek moderniho Zivota.
Matematika se méni opravdu velmi rychle. Je to patrnéina
historii téhle knizky, ktera poprvé spatfila svétlo svéta v roce
1987 pod nézvem Problémy matematiky. NeZ skoncil rok 1992,
nové fundamentalni objevy si vynutily druhé vydani. Titul
zustal stejny, ale obdlka byla pesttejsi, s paradni pocitacovou
grafikou misto obrazce z barevnych $pendlikii. A ted’ uz se
muselo pfipravit tfeti vydani, s pfatelstéjsim ndzvem a jinak
kladenym dtirazem. Mimochodem, novy titul m4 naznaco-
vat, Ze matematika v sobé slucuje dtileZitost v kazdodennim
zivoté (,,odsud”) s nekone¢né rozmanitou intelektudlni tvofi-
vosti (,nekonetno”). Duraz je ted’ kladen spiSe na zachyceni
matematiky v celé jeji $ifi a méné na konkrétni problémy.
Béhem téch osmi let se toho udalo hodné. Nejdramatic-
téjsi byl Wilestiv ditkaz Velké Fermatovy véty ohldSeny v roce
1993, ale dokonceny aZ v roce 1995, a to po napinavych pe-
ripetiich. Chaos a fraktaly prerostly své pocatky a rozpatlaly
se po tvari védy, jako kdyZ se marmeldda dostane do rukou
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batolete. Cerny Petr ziistal v rukou téch nékolika zatvrzelych
védcd, ktet{ tvrdili, Ze chaos je jen pocitacova chyba a ve sku-
te¢nosti neexistuje. Teorie chaosu se stala velice populdrni—ale
stala se popularni praveé proto, Ze je diilezitd. Klasicky pfistup
k uzlim naprosto ne¢ekané vykrodil jinym smérem a p¥es noc
se jako houby po desti objevily nové aplikace, napfiklad v bio-
chemii DNA a ve Feynmanovych diagramech reprezentujicich
srazky elementarnich castic. Z téchto oborti zase pfisly nové
myslenky do teorie uzld, a toto vzajemné obohacovani pokra-
¢uje a vifi kfizem krdZem matematickym svétem. Povedla se
kvadratura kruhu, a to doslova: kruh rozfezalina 10°° kousktt
a slozili je do ¢tverce, kazdy bod presné na spravném misté.
Schrodingerova kocka dokazala, Ze je nazivu, a zosnovala pie-
vrat v kryptografii. Jeden matematik nasel zptisob, jak zkon-
struovat miliardy a miliardy , Carmichaelovych ¢isel”, a trojice
dal$ich ho vzapéti trumfla a stejnou metodou dokazala, Ze jich
existuje nekone¢né mnoho. VSechny tyhle pfibéhy a mnoho
podobnych najdete na néasledujicich strankach.

Historie nekradi vzdycky kupfedu, matematika se nékdy
musi uchylit ke ,strategickému tstupu”. Dtikaz Poincarého
domnénky, svatého grilu topologie, byl v prvnim vydéni
ohlasen, ale z druhého vydani vypustén, protoze jeden z jeho
klicovych krokt se zhroutil. MoZna se zase objevi ve vydani
¢tvrtém, v tomhle oboru jeden nikdy nevi.! Ve druhém vy-
dani byla celd nova kapitola o Keplerové domnénce, podle
niZ ten nejuspornéjsi zptisob naskladani kouli zna kazdy ze-
linaf. V tomto vydani ji nenajdete, protoZze navrzeny dtikaz
se ukdzal jako sporny. Ne snad, Ze by se zhroutil, spi§ zmi-
zel v husté mlze.? PfestoZe je pravda v matematice mnohem
ostfeji vymezend nez v kterékoli jiné véde€, pofad se mohou

TMohl by se objevit, protoze Poincarého domnénka byla podle vseho

opravdu dokédzana v roce 2004. Pozn. prekl.
2V roce 1998 podal Thomas C. Hales novy, seriézné&jsi dtikaz. Pozn. piekl.
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vyskytnout spory, které hyzdi jeji tvaf. Jedna ze soucasnych
dlouhodobych debat se zaméfuje na takzvanou ,.experimen-
talni matematiku” zddraziujici roli pocitact jako zdroje na-
métd pronova tvrzeni. Na tom by nic sporného nebylo, kdyby
to néktefi nebrali jako znevazovéni obvyklého pojmu dtikaz.
(Neni to zadné znevazovani, jasné?) TakZze ted tu mame novy
spor, totiZ jestli ten ptivodni spor byl nebo nebyl o pseudo-
problému. Nakazliva zéleZitost — rozhodné clovéka pfinuti
zamyslet se nad vlastnimi pfedsudky. Néktefi matematici se
sportim vyhybaji, ale spory jsou svym zptisobem uZitecné —
pripominaji, Ze matematiku tvofi lidské bytosti, kterym na ni
zdlezi, a to je myslim dtileZité poselstvi.

Jednou z charakteristik védy konce dvacatého stoleti je mi-
zeni tradi¢nich hranic mezi obory. TotéZ plati pro matematiku.
UZ nemé smysl ji Skatulkovat na algebru, analyzu, geometrii
atd. Kazda oblast ovliviiuje ty ostatni. Mnoho oborti mate-
matického vyzkumu se také obohacuje pfimym a aktivhim
kontaktem s aplikovanymi védami. Casto se ty nejzajimavéjsi
aplikace objevuji v oborech, které nebyvaly tradi¢ni doménou
matematiky, a vyuzivaji pfitom ¢asti matematiky, které se ob-
vykle za uZite¢né nepovazovaly.

V malém jsem se s tim setkal pfi svém vlastnim vyzkumu.
Za prvé, je pro mé skutecné obtizné odpovédét na otdzku
»V jakém oboru pracujete?”. Pracuji v nékolika oborech, nebo
také v Zadném, takZe bud’ mumldm néco neurcitého o ,neli-
nedrni dynamice”, nebo tazatele obdafim dvacetiminutovou
prednaskou. Za druhé, Zivotaschopnost nékterych mych vy-
tvorti mé samotného obcas zaskodi. Pfed nékolika lety jsme,
mj pitel fyziolog aja, pracovali na velmi teoretickych aplika-
cich teorie grup na klasifikaci rtiznych druhtt pohybt zvifat.
Pred nékolika tydny jsem se dozvédél, Ze inzenyti pouZivaji
nase napady pfikonstrukci a ovladani kracejicihorobota. Pfed
Etyfmi lety mi volal strojni inZenyr s dotazem o chaosu, a ted’
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mame spole¢nou Zadost o patent na pfistroj, ktery kontroluje
kvalitu vyrobenych pruzin.

To je mtj osobni mikrokosmos v neustéle se rozsifujicim
zabéru védy, a ten pochopitelné ovlivnil mij pohled na mate-
matiku a jeji roli. Caste¢né z tohoto divodu zde najdete sub-
jektivni vybér ndmét. V Zddném smyslu to neni vycerpavajici
studie celé matematické védy — je to jen miij osobni obrazek
nékterych kousk, které prildkaly moji pozornost. Ale véfim,
Ze svilj vybér témat mohu zdtivodnit jejich §ir§im vyznamem.
povazuje za uméni, ale myslim, Ze jeji myslenkové postupy
maji mnohem bliz k p¥irodnim védam. Matematika je jednim
ze zédkladnich kament védeckého snazeni a véda a jeji tech-
nicky odkaz ovliviiuji kazdého z nas vic, neZ si uvédomujeme
nebo nez si vilbec uvédomovat mtzeme. TakZe se vyplati po-
chopit, jaky typ véci matematici délaji, a moje volba témat,
jakkoli subjektivni, bezpochyby poskytuje ¢tenéfi reprezenta-
tivni vzorek.

Mym cilem v této knize je zprostfedkovat ¢tenafi co nej-
lepsi zodpovézeni otdzek, jimiZ zacina tato pfedmluva — co je
to matematika, k ¢emu je dobra, co matematici délaji, kdyz
vytvéfeji novou matematiku, a pro¢ jejich prace uz davno
neskoncila. Pfinejmensim vdm mohu zarudit, Ze az doctete
knizku do konce, nebudete si myslet, Ze matematicky vyzkum
spociva ve vynalézani novych ¢isel.

I kdyZ, samoziejmé, nékdy. . .

Coventry 1995 I.N.S.
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1
Svét matematiky

Sepsand jd krit t7i, tfetina mé a pétina mé ke mné ptidané, vritim
se naplnénd. Jakd je hodnota fikajici toto?
Pisat Ahmes — Rhind@v papyrus®

Jednim z nejvétSich problémt matematiky je vysvétlit vsem
ostatnim, o ¢em to vlastné celé je. Technické ozdtibky, symbo-
lismus a formalismus, nepochopitelna terminologie, zdanlivé
potéseni ze sahodlouhych vypocti: to vSe se snazi zastinit
skute¢nou povahu matematiky. Hudebnik by se zdésil, kdyby
nékdo chtél jeho umeéni popsat jako ,,spoustu puntikti nakres-
lenych na linky”. Ale to je pfesné to, co necvic¢ené oko vidi na
strance not. VzneSenost, trdpeni, vybuchy citu a nelad zoufal-
stvi — postfehnout je mezi puntiky neni viibec snadny tkol.
Jsou tam, ale jsou zakédované. Stejné tak je symbolismus ma-
tematiky jen jeji zakédovanou formou, nikoli podstatou, ma-
tematika ma také svou vznesenost, trapeni a vybuchy citu. Je
zde ovSem rozdil. I neznaly poslucha¢ si mtze uzit hudebni
kus, jen hrac¢i museji umét ¢ist v notdch. Hudba ma okamzité
ptvab skoro pro kazdého. Ale napada mé jen jediné, co by se
dalo povazovat za matematické pfedstaveni, a to renesan¢ni
turnaje, pfi kterych pfedni matematici svadéli vefejnd klani

3podle ponékud neortodoxniho p¥ekladu do angli¢tiny Jamese R. New-

mana. Pozn. prekl.

1



v feseni problémui zadanych soupefem. Tento ndpad by se
mozna dal vynosné ozivit, ale ptsobilo by to asi spi$ jako
zépas neZ jako koncert.

Hudba se da vychutnat nékolika zptisoby: z pozice poslu-
chace, hrace a skladatele. V matematice neni nikdo ekviva-
lentni posluchadi, a i kdyby byl, zajimal by ho spi$ sklada-
tel nez hra¢. Zajimava je spi$ tvorba nové matematiky nez
jeji vSedni praxe. Matematika nespociva v symbolech a vypo-
¢tech, to jsou jen jeji pracovni néstroje — osminy a trylky a prs-
tové etudy. Matematika spocivd v ndpadech a hlavné v tom,
jak spolu rtizné napady navzdjem souviseji. Co musi nutné
vyplyvat z uréitého faktu? Cilem matematiky je porozuméni
takovym otdzkdm tim, Ze se odstrani zbyte¢nosti a pronikne
do jadra problému. Neni to jen otdzka zjisténi spravné odpo-
védi, spi§ podstaty toho, pro¢ viibec existuje n&jaka odpoveéd’
a proc je takova, jaka je. Dobra matematika ma nadech tspor-
nosti a prvek pfekvapeni, ale pfedevsim ma vyjznam.

Suroviny

Predpokladam, Ze obecné silidé,, typického“matematika pred-
stavuji jako zahloubaného ¢lovéka s brylemi, ktery studuje
nekonecné vypocty, néco jako supertcetniho. Je to jisté tato
predstava, jeZ inspirovala jednoho z pfednich informatikii,
aby ve své vyznamné pifedndsce poznamenal, Ze , vSechno, co
se dalo udélat v matematice jen pomoci tuzky a papiru, uz je
hotové”. To je naprosty omyl a mylna je i uvedena pfedstava
matematika. Mezi mymi kolegy jsou nadseny rogalista, $pi¢-
kovy horolezec, drobny rolnik, ktery si pfed snidani vyjizdi
ve svém traktiirku, basnik a spisovatel detektivek. A zadny
z nich zrovna nevynika v poctech.

Jak jsem fekl, v matematice nejsou diileZité vypocty, ale
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napady. Jednou nékdo vyslovil vétu o prvocislech a prohla-
sil o ni, Ze nikdy neptijde dokazat, protoZe neexistuje dobré
znacdeni pro prvocisla. Carl Friedrich Gauss ji béhem péti mi-
nut dokazal a (ponékud jizlivé) poznamenal, Ze ,,doty¢ny po-
tfebuje dobré ndpady, nikoli znaceni”. Vypocty jsou pouhymi
prostfedky k dosaZeni cile. Pokud se véta dokazuje pomoci
zdlouhavych vypocti, vysledek neni dokonale pochopen, do-
kud se nepodaii zjistit dtivody, pro¢ vypocty funguji, a nebu-
dou vypadat pfirozené a nevyhnutelné. Ne vSechny népady
jsou matematické, ale v dobré matematice néjaky napad byt
musi.

Pythagoras a jeho nésledovnici rozdélili matematiku do
Ctyt vétvi takto:

Matematika
M l 1
Diskrétni Spojita
Absolutni Relativni Staticka Dynamicka
\ \ \ \
Aritmetika Hudba Geometrie  Astronomie

Tti z téchto ¢tyt vétvi zlistdvaji pro matematiku dodnes hlav-
nimi zdroji inspirace, ¢tvrté — hudbé — se uz neptiklada stejny
vyznam, ale dala by se chdpatjako algebraicky nebo kombina-
toricky pfistup. (I dnes ale plati, Ze matematici mivaji hudebni
nadani ¢astéji.) K témto ¢tyfem piidala moderni matematika
jesté patou: pani Stésténu. Je tedy piinejmensim pét rtiznych
pramenti matematickych ndpadd, jsou to pocty, tvary, uspo-
tadéni, pohyby a ndhody.

Nejzakladnéjsi a nejzndméjsi jsou pocty. Piivodné musel
koncept ¢isla vzniknout z pocitédni: majetku, dni, nepfatel. Mé-
feni délek a vah vedla ke zlomktiim a ,redlnym” ¢islim. Vel-
kym dilem matematické imaginaceje stvofeni ,,imaginarnich”
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¢isel jako napiiklad v/—1 - od toho okamZiku matematika uz
nikdy nebyla jako dfiv. Tvar neboli forma davd geometrii,
nejen stereotypni, pedanticky styl geometrie, ktery byval vy-
¢itan Eukleidovi, ale i novodobé potomky geometrie jako to-
pologii, teorii singularit, Lieovy grupy a teorii kalibra¢nich
poli. Neotfelé formy geometrie — fraktaly, katastrofy, fibrované
prostory, podivné atraktory — stale inspiruji k dalsimu vyvoji
matematiky. Problémy, jak uspofddat objekty podle riznych
pravidel, vedou ke kombinatorice, ¢asti moderni algebry, teo-
rii ¢fsel a tomu, co zad¢ind byt zndmé pod pojmem , kone¢na
matematika”, zdklad vétsiny informatiky. Pohyby — délovych
kouli, planet a vIn — inspirovaly diferencidlni a integralni po-
Cet, parcidlni diferencialni rovnice, varia¢ni pocet a topolo-
gickou dynamiku. Mnohé z hlavnich oblasti matematického
vyzkumu se zabyvaji vyvojem systémi v ¢ase. Novéjsi pfi-
mési je ndhodnost. Pfed pouhymi nékolika stoletimi se zjis-
tilo, Ze ndhoda ma sva vlastni pravidla a pravidelnosti, ale az
v poslednich padesati letech se podafilo tato tvrzeni upfesnit.
Pravdépodobnost a statistika jsou o¢ividné dtisledky, méné
znamad, ale stejné dileZita je teorie stochastickych diferencial-
nich rovnic — dynamika plus nahodna interference.

Hnaci sila

Hnaci silou matematiky jsou problémy. Dobry problém je ten,
jehoz feseni nevyjasni pouze néjakou slepou uli¢ku, ale ote-
vie tplné nové obzory. Vétsina dobrych problému je tézka:
v matematice stejné jako v zivoté ¢lovék malokdy ziskéd néco
za nic. Ale ne vSechny tézké problémy jsou dobré: intelek-
tudlni vzpirdni mhZe byt dobré na vypracovani mentdlnich
sval(i, ale kdo by stdl o mozek svazany svaly? DalS$im diile-
zitym zdrojem matematické inspirace jsou priklady. Opravdu
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pékny samostatny kousek matematiky, ktery se soustfedi na
jeden rozumné vybrany piiklad, v sobé Casto skryva zarodek
obecné teorie, ve které se tento priklad stane pouhym detai-
lem, jimZ se teorie mtiZe, ale nemusi pfikraslit. Kombinaci
téchto dvou aspekti ukazu na nékolika pfikladech matema-
tickych problémt. Jsou vybrané z riznych obdobi pro zvy-
raznéni kontinuity matematického mysleni. VSechny pojmy
vysvétlim pozdéji.

(1) Existuje zlomek, jehoZ druhd mocnina se rovna pfesné 2?

(2) Da se obecna rovnice patého stupné vyfesit pomoci ra-
dikala?

(3) Jaky tvar ma kiivka nejrychlejsiho sestupu?

(4) Je jedinou moznou hladkou strukturou ¢étyfdimenzio-
nélniho prostoru ta standardni?

(5) Existuje efektivni pocitacovy program na nalezeni roz-
kladu ¢isla na prvocinitele?

Ke kazdému problému je potfeba néjaky komentarf a pied-
béZzné vysvétleni, vezmu to popotfadeé.

Prvni otdzku zodpovédéli — negativné — stafi Rekové. Ob-
jev se obvykle pfipisuje pythagorejské skole v dobé kolem
roku 550 pf.n.l. Byla to dtilezita otdzka, protoze fecti geo-
metfi védéli, Ze thlopficka jednotkového ¢tverce ma délku, je-
jiz druha mocnina je rovna dvéma. Tudiz existovaly pfirozené
geometrické veli¢iny, které se nedaly vyjadfitjako zlomky (po-
meéry celych ¢isel). Povést ¥ikd, Ze na oslavu objevu byla obé-
tovéana stovka volti. Nemusi to byt pravda (od pythagorejcti se
nedochovaly zadné dokumenty), ale objev si takovou oslavu
zasluhoval. Mél fundamentalni vliv na dal$ich 600 let fecké
matematiky, protoZe pfenesl pozornost od aritmetiky a algeb-
ry ke geometrii. I pfes tizasné objevy fecké geometrie tato
asymetrie vazné narusila vyvoj matematiky a jeji disledky
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byly stdle patrné jesté o 2000 let pozdéji, kdyZz Isaac Newton
a Gottfried Leibniz vynalézali diferencialni pocet.

Druhy problém se proslavil v obdobi renesance. Radikdl je
vzorec obsahujici pouze obvyklé aritmetické operace (s¢itani,
odc¢itani, ndsobeni a déleni) spolu s odmociiovanim a stuperi
rovnice je nejvyssi mocnina proménné, ktera se v rovnici vy-
skytuje. Rovnice stupné 1 a 2 (linedrni a kvadratické) efektivné
vyfesili stafi Babylénané kolem roku 2000 pi.n.l., stupen 3
a vy$si predstavoval velmi zndmy otevieny problém, ktery
odolal véem snaham o vyfeseni aZ do Sestnactého stoleti, kdy
kubickou rovnici (tfettho stupné) vyfesili Scipione del Ferro
z Boloné a Niccolo Fontana (pfezdivany Tartaglia, , Kokta”)
z Brescie, abrzy poté Lodovico Ferrari nasel feSeni i pro rovnici
¢tvrtého stupné. Ve vsech téchto pfipadech se jednalo o feSeni
pomoci radikald, ale rovnice patého stupné odoldvala vSem
snaham. V devatenactém stoleti dokdzali dva mladi matema-
tici Niels Henrik Abel a Evariste Galois nezavisle na sobé ne-
moznost takového feSeni. Galoisova prace stimulovala vznik
velké ¢asti moderni algebry a i dnes je pfedmétem plodného
badani.

Treti problém se tyka (idealizovaného matematického mo-
delu) pohybu ¢éstice, ktera v gravitaénim poli bez tfeni klouze
Sikmo dold po draté z jednoho (vyssiho) bodu do bodu dru-
hého (nizsiho). V zévislosti na tvaru dréatu trva Castici pte-
konani vzdalenosti rtiznou dobu. Jaky tvar dratu odpovida
nejkratsi dobé pohybu? Galileo Galilei v roce 1630 odhadl
odpovéd’ Spatné (myslel si, Ze drat ma mit tvar kruhového
obloukuy), Johann Bernoulli polozil otdzku znovu v roce 1696
a hledal kfivku s ndzvem ,brachystochrona”: problém vyie-
$ili Newton, Leibniz, Guillaume L'Hospital, Bernoulli osobné
a jeho bratr Jacob. Reenim je obrdcena cykloida (trajektorie
opsand bodem na okraji odvalujiciho se kola). Tento elegantni
problém a jeho tthledné klasické feSeni daly vznik varia¢nimu
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Obr. 1 Bod na kraji odvalujiciho se kola opisuje cykloidu.

poctu, ktery bezodkladné zptisobil revoluci nejprve v mecha-
nice, a poté v optice. Dodnes ziistava zakladnim kamenem
matematické fyziky a jeho vliv je patrny i v kvantové mecha-
nice a obecné relativité, a stejné tak i v ¢isté matematice.

Ctvrty problém je z nedavné sklizné a patti do oblasti di-
ferencialni topologie, kterd se zabyva multidimenzionalnimi
analogiemi ploch, varietami, vybavenymi , hladkosti”— takze
se d4 napfiklad rozhodnout, jestli kiivka nakreslena na varietu
ma ostré zlomy, nebo ne. Nejzasadnéjsi otazky se tykaji jedno-
znacnosti hladké struktury dané variety. V roce 1963 John Mil-
nor piekvapil matematicky svét tim, Ze odhalil vice hladkych
struktur na sedmidimenzionalni sféfe, a od té doby byla na-
lezena rtizna zobecnéni jeho exotické sféry i do jinych dimenzi.
Nicméné stéle se ¢ekalo, Ze domactéjsi variety, zejména bézny
n-dimenzionélni prostor, by maji pouze jedinou hladkou struk-
turu — tu, ve které vsichni provozuji diferencidlni pocet, coz se
da i dokazat (ne snadno) pro vSechny dimenze kromé 4. Ale
v roce 1983 Simon Donaldson ukéazal, Ze vedle obvyklé hladké
struktury existuje ve ¢tyFdimenziondlnim prostoru i exotickd
struktura. Ve skute¢nosti Donaldson vyfesil ponékud odlisny
problém pouzivaje nejnovéjsi pfedstavy vzeslé ze spoluprace
mezi topologii, algebrou a matematickou fyzikou, ale kdyz
se Donaldsonova prace zkombinuje se star$imi pracemi Mi-
chaela Freedmana, Karen Uhlenbeckové a Clifforda Taubese,
vynoii se exoticky ¢tyfdimenziondlni prostor.
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Paty problém pochazi z novodobého odvétvi matematiky
znamého jako teorie sloZzitosti. P¥ichod pocitacti soustiedil po-
zornost nejen na zpusoby, jak vyFesit matematické problémy,
ale i na efektivitu jejich feSeni. Donald Knuth poznamenal, Ze
hlavnim rozdilem v pfistupu matematika a informatika je to,
Ze prvni se viibec, ale ani trochu nestaré o cenu (v usili, ¢asu,
penézich) feSeni. V teorii sloZitosti je pravé cena (méfena v cel-
kovém poctu aritmetickych operaci) prvorada. Zakladnim kri-
tériem je, jak moc se cena zvysuje s rtistem velikosti vstupnich
dat. Obvykle roste bud pomalu (pomaleji nez pevna mocnina
velikosti vstupil), nebo velmi rychle (,exponencialni rtst”,
kdy se cena ndsobi ur¢itym faktorem za kazdy p¥irtstek veli-
kosti vstupu). Pfipomenime, Ze prvocislo je takové ¢islo, které
nemé Zadné délitele, jako naptiklad ¢isla 11 nebo 29. Kazdé
¢islo je soucinem prvocisel, ale zdaleka neni snadné tato pr-
vodisla najit. VyzkousSeni vSech prvocisel jednoho po druhém
je procedura, jejiz cena roste exponencialné s velikosti roz-
kladaného ¢&isla. Otazka zni: dé se najit efektivnéjsi postup,
jehoZ cena roste jako pevna mocnina? Nikdo nezné odpovéd.
Reseni neni dtileZité jen pro teorii sloZitosti, ale také v kryp-
tografii, protoZe mnohé ,teoreticky nerozlustitelné” vojenské
a diplomatické Sifry by pfestaly byt nerozlustitelné, pokud by
odpovéd byla ,ano”.

Déjinna nit

Jedna z véci, které ilustruje mtij vybér problémd, je neobycejné
dlouha Zivotnost matematickych myslenek. Starobabylénské
feSeni kvadratickych rovnic se ma dnes stejné k svétu jako
pred 4000 lety. Varia¢ni pocet nesl ovoce ponejprv v klasické
mechanice, ale pfitom kvantovou revoluci prezil bez thony.
Zménil se zpiisob, jak se pouzivd, ale matematické zaklady
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nikoli. Galoisovy myslenky zlistdvaji v popfedi matematic-
kého vyzkumu. Kdo vi, kam povedou ty Donaldsonovy? Ma-
tematici jsou si obecné vice védomi historickych kofenti svych
myslenek nez védci z jinych oborti. Neni to proto, Ze by se nic
zajimavého v soucasnosti nedélo — pravy opak je pravdou.
Je to tim, Ze matematické ideje jevi stalost, kterou naptiklad
fyzikalni teorie postradaji.

Na opravdu dobré matematické napady se prichéazi tézko.
Vznikaji kombinaci prace mnoha lidi v dlouhém ¢asovém ob-
dobi. K objeviim patfi i chybné odbocky a slepé ulicky. Objevy
se nedaji délat na pfani, na opravdu novatorskou matematiku
se neda pfijit primyslovym p¥istupem ,vyzkumu a vyvoje”.
Ale diky nadc¢asové platnosti a viestrannosti objevi se takové
tsili vyplati. Ptolemaiovska teorie slune¢ni soustavy je pro
moderniho kosmologa jisté zajimava z historického hlediska,
ale v seriéznim vyzkumu ji nepouzZivi. Naproti tomu mate-
matické myslenky staré tisice let se denné pouzivaji v nej-
modernéj$i matematice a vlastné ve vSech pfirodnich védach.
Cykloida byla pro staré Reky vzrudujici kuriozitou, ale ne-
uméli ji k ni¢emu vyuzit. Jako brachystochrona podnitila vznik
varia¢niho poc¢tu, Christiaan Huygens ji pouZil k sestrojeni
presnychhodin, dnesni inZenyfi se s ni setkavaji pfi konstrukci
ozubenych kol, objevuje se v hvézdné mechanice a v urych-
lovacich &astic. To je celkem slusna kariéra pro nékoho z tak
skromnych poméri.

Ano, ale podivejte se na to takto...

Vedle problémti a pfikladi nesmime opomenout tfeti zdroj
matematické inspirace: hledani , spravného kontextu” pro vé-
tunebo ndpad. Matematici nestoji o pouhd , feSeni” problémf.
Chtéji metodu, ze které feSeni jednoznacné vyplyne, néco,
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z ¢eho bude vidét, co Ze se to doopravdy déje. Je to ponékud
nepfijemny zvyk, ale znovu a znovu prokazuje svou hodnotu.

Napftiklad Descartes ukazal, Ze zavedenim soufadnic do
roviny se déd kazdy geometricky problém pfeformulovat jako
ekvivalentni algebraicky problém. Misto hledéni, kde se kfiv-
ky protnou, se fesi soustava rovnic.

Je to ohromny népad, jeden z téch, které posunuly mate-
matiku o nejvétsi kus kupfedu. Rad bych vam ale ,,ukazal”, Ze
je uplné bezcenny. Dtivod je jednoduchy: je pouhou rutinou,
jak kterykoli algebraicky vypocet prevést na geometrické tvr-
zeni, takZe cokoli se d4 udélat v algebfe, d4 se udélat i ve staré
dobré geometrii. Descartesovo pfeformulovani ke geometrii
neptidava absolutné nic. Vidite? Uplné zbyte¢né, presné jak
jsem fekl.

Ve skute¢nosti ale reformulace pfidd mnohé — zejména
novy pohled, ve kterém vypadaji nékteré myslenky mnohem
pfirozengji nez v ptivodnim kontextu. Upravy, které jsou pro
algebraika naprosto smysluplné, mohou geometrovi pfipadat
velice divné, kdyz se pfetvoff na sérii geometrickych kon-
strukci, a totéZ plati pro geometrické napady pfeformulované
do algebry. V matematice neni dillezita jen existence dikazu:
dilezity je pfedevsim tok myslenek, ktery umozni na dtkaz
pfijit. Nové tihly pohledu mohou silné psychologicky ptisobit,
protoze oteviraji Gplné jiné linie Gtoku. Ano, posléze se nové
napady daji zrekonstruovat v feci starych, ale pokud by se z{i-
stalo u ptivodniho piistupu, viibec by se na né nepfislo, takze
by nebylo z deho rekonstruovat.

Tento bod byva Casto Spatné chdpan i v dnesni osvicené
atmosféfe. Kritici ,nestandardni analyzy” — kterd pracuje se
skute¢nymi nekone¢né malymi veli¢inami (viz kapitola 6) —
obvykle namitaji, Ze pokud se da véta dokdzat nestandardni
analyzou, da se dokazat i pomoci tradi¢ni ,standardni” ana-
Iyzy. Maji pravdu, ale nedosla jim pointa. Ta opét nespociva
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v existenci dtitkazu v ramci daného kontextu, ale v tom, zda se
k dtikazu dojde pfirozenym tokem myslenek, zda by nékoho
viibec mohl napadnout.

KdyZz se vyuzije Descartesova spojitost mezi geometrii a al-
gebrou, 1ze pomérné pfimocaie dokazat, Ze se tithel neda roz-
délit na tfetiny pomoci pravitka a kruZzitka. Tento problém
ziistaval otevieny piinejmensim od doby pozdnich feckych
komentatortl z obdobi kolem roku 600 n.l. az do roku 1837,
kdy Pierre Wantzel naSel algebraicky diikaz, Ze je trisekce
thlu nemozna. V principu se da kazdy krok Wantzelova d-
kazu prepsat jako véta z geometrie — tak pro¢ na n&j Rekové
nepfisli? Nebo kdokoli jiny za vic neZ dva tisice let? Protoze
ve skuteCnosti je jen jediny zptisob, jak by nékdo mohl tento
geometricky ditkaz objevit, a sice vyjit z Wantzelovy algebry.

Jak jsem fekl, lidé ¢asto Spatné chapou toto neustalé hle-
dani novych formulaci, novych pohledt na véc a novych in-
terpretaci starych vysledkd a myslenek. Casto vy¢itaji mate-
matiktim, Ze se snaZi o pfeformulovani problémd, jen aby
oddalili okamzik, kdy je budou muset skute¢né zacit 7esit. Je
pravda, Ze nemd smysl jinak formulovat problém, kdyz se
tim nezjisti nic nového. Ale je dileZzité necekat pievratné vy-
sledky okamzité. Tomuto zptisobu mysleni fikdm , problém
Rolls-Royce” nebo také ,nenasyttiv efekt”. Piedstavte si, Ze
vés zitra napadne néco opravdu skvélého na vylepSeni auto-
mobilu — feknéme pouZiti alkoholu jako pohonné hmoty nebo
instalace elektromotoru. Odpftirci vaseho pristupu by ihned
pozadovali, abyste dokézali jeho vyhody a sestavili — ihned —
auto lepsi nez Rolls-Royce. Samozfejmé, Ze to nejde — i kdyby
vas napad byl opravdu lepsi, konstrukce Rolls-Royceu je vy-
sledkem vic neZ ptl stoleti strojirenstvi, a vy byste mél do-
kazat néco lepsiho pfes noc a bez prostfedkii. Svét je pfesné
z tohoto divodu plny zastaralych véci — Volkswagen Brouk
je dodnes pfevazujicim typem mexickych taxikfi a pramysl
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je stéle v zajeti programovaciho jazyka FORTRAN. Ale kdyZz
se navrhne nové formulace v oblasti vyzkumu nékoho jiného
(obzvlast’ kdyz se pouzije zptisob mysleni, na jaky neni moc
zvykly), sazim deset ku jedné, Ze bude pozadovat ospravedl-
néni novinek postavenim matematického Rolls-Royceu. Uvi-
dime nékolik takovych p¥ipadi z historie: dopfeji vdm poté-
Senti si jich vSimnout.

Ptes to vSechno se styl méni, formulace renovuji — a obcas
se podafi pfes noc postavit i ten Rolls-Royce. Konec koncti
jedna se o matematiku, ne vyrobu, a jedind omezeni jsou déna
lidskou pfedstavivosti.

Hlavni proud

Reka Mississippi méfi 3779 km a odvadi vodu z tizemi o ploge
3,21 milionu ¢tvere¢nich kilometri. Na mnoha mistech vy-
padadjako bludisté zakrutt a slepych ramen, ale pfesto dokaze
protéct vlastné nap¥i¢ celym severoamerickym kontinentem
od jezera Itasca v Minnesoté az do New Orleansu v Louisiané.
Ma piitoky a meandry a mrtvd ramena tplné oddélena od
hlavni feky, ale hlavni feka je tam také a mtiZe se po ni vydat
kdokoli schopny postfehnout silu proudu. Mississippi tsti do
Mexického zéalivu ohromnou bazinatou deltou se spoustou
odnozi a hlavnich koryt, jejichZ tvar a propojeni se neustéle
méni.

Matematika se v lec¢ems Mississippi podoba. Ma odnoze
a slepa ramena a mensi piitoky, ale ma i hlavni proud a da
se zjistit, kde je ten proud — matematickd sila — nejvétsi. Del-
tou matematiky je soucasny vyzkum: zvétSuje se, nékam se
posouva (i kdyZ neni vzdy jasné kam), a co dnes vypada jako
hlavni koryto, mtiZe se zitra ucpatbahnem a byt opusténo. Me-
zitim mutize drobny praminek najednou prorazit bouflivym
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pfivalem. Ta nejlepsi matematika vzdy posili hlavni proud,
nékdy i tim, Ze ho odchyli Gplné jinym smérem.

Zlaty vék

Az donedévna patfila vétSina matematiky, kterd se vyucovala
na skoléch, do , klasického” obdobi, z néhoz nejmladsi byl di-
ferencialni pocet (datujici se zhruba do roku 1700). I's pFicho-
dem takzvané ,moderni matematiky” je vétSina uciva alespon
sto let stara! Caste¢né i proto si o matematice leckdo mysli, Ze
je to mrtvy obor, a byva pfekvapenim, Ze jesté zbyvaji néjaké
véci k objevovani.

Da se do déjin zasadit Zlaty vék matematiky? Bylo to
Eukleidovo obdobi, kdy byly polozeny logické zaklady geo-
metrické argumentace? Vyvoj indo-arabské ¢iselné soustavy?
Renesanéni rozkveét algebry? Descartesova soufadnicova geo-
metrie? Diferencidlni a integralni pocet Newtona a Leibnize?
Uzasna konstrukce ptirodni filozofie osmnéctého stoleti pii-
zpusobujici matematiku potfebdm astronomie, hydrodyna-
miky, mechaniky, pruznosti, tepla, svétla a zvuku? Existuje-li
néco jako zlaty vék matematiky, neni to Zadné z téchto ob-
dobi — je to soucasnost.

Béhem uplynulych padesati let bylo vytvofeno vic mate-
matiky nez ve vSech pfedchozich obdobich dohromady. Exis-
tuje vic nez 2000 odbornych matematickych ¢asopisti, ve kte-
rych kazdoro¢né vychazi ptes 30000 ¢lankt (ve vice neZ stu
jazycich). V roce 1868 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathe-
matik (Rocenka pokrokii matematiky) zminovala pouhych dva-
nact kategorii matematické aktivity, v Mathematical Reviews
z roku 1995 je jich vic neZ 60. Jako méfitko bychom samo-
ztejmé méli pouzit kvalitu, nikoli kvantitu, ale i podle jejich
norem je dnesek zlatym vékem.
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Néktefi pozorovatelé se ale rozhodli v rozmanitosti a svo-
bodé dnesni matematiky hledat symptomy tipadku a oslabeni.
Tvrdi, Ze matematika je roztfisténa do navzdjem nesouviseji-
cich specializaci, ztratila smysl pro jednotu a netusi, kam smeé-
fuje. Mluvi o , krizi” matematiky, jako by cely obor najednou
nabral Spatny smér. Neni Zddné krize. Souc¢asnd matematika
je zdravé, silna, jednotna a stejné relevantni pro zbytek kul-
tury lidstva, jako byla vzdycky. Matematici védi pfesné, kam
si mysli, Ze se svym oborem sméfuji. Pokud se zd4, Ze je ma-
tematika v krizi, tak jediné proto, Ze je uz p#ili§ velka pro
chédpéni jediného ¢lovéka. Proto je tézké ziskat fakticky pie-
hled o tom, co se udélalo a k ¢emu je to dobré. Nezasvécenému
pozorovateli pfipada matematikova zaliba v abstraktnich teo-
riich a puntickarské logice sebestfednd a zvracend, jeho zdan-
livy nezajem o skute¢ny svét piipomind sobecké uspokojeni
ve véZi ze slonoviny. Ale soucasnd matematika neni exoticka
tchylka, je pfirozenym pokra¢ovanim hlavniho proudu ma-
tematiky. Je abstrakini a obecnd a p¥isné logickd, ale nikoli
z perverzity, nybrz protoZe se ukazuje, Ze je to jediny zptisob,
jak matematiku délat pofadneé. Jeji soulasti jsou Cetné spe-
cializace, stejné jako tomu je v jinych védnich oborech, pro-
toZe vzkvéta a roste. DneSni matematice se podafilo vytesit
problémy, které trapily nejvétsi mozky uplynulych stoleti, a
nejabstraktnéjsi matematické teorie nachazeji nova uplatnéni
pfi feSeni fundamentélnich otazek fyziky, chemie, biologie,
informatiky a techniky. Je toto tipadek a oslabeni? Pochybuji.
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