MATEMATICKY SVET 1. PRVOCISLA
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Mayskd civilizace byla jedna z prvnich, kterd dokdzala vytvorit
poziéni (dvacitkovou) &selnou soustavu. UZivali jen tfi
symboly: skordpka znacila nulu, tecka jednu jednotku

a vodorovnd Cdrka pét jednotek.

Co je to prvocislo?

Vezméme si libovolné &islo, tfeba 12. Vime, Ze ho mizZeme vyjadrit riznymi
zpusoby jako soudin jinych Cisel:

12=2x6,
12 =3 x 4,
12=2x2x3.

Ciniteldm na pravé strané budeme nadale fikat ,,délitelé“, takze mizZeme fict,
ze 3 je délitel 12. Délitel je malé &islo, které je (beze zbytku) obsaZzeno ve
véts$im, takze 3 je obsazena ve 12. Podobné mizeme fict, Ze 5 je délitelem 20,

protoze 5 je obsazena ve 20. Byt obsazen znamena v tomto kontextu, Ze kdyz
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1. NA USVITU ARITMETIKY

20 délime 5, dostaneme pfirozené &islo, v tomto ptipadé 4, a zbytek déleni je
nulovy.

Pokud se zeptame: ,Jaci jsou délitelé ¢isla 12?“, odpovéd zni: &isla 2, 3,
4 a 6, protoze kdyz jimi délime 12, dostaneme celé &islo. Mnozina déliteld
libovolného ¢&isla bude také zahrnovat 1 (protoze kazdé &islo je délitelné
jedni¢kou) i &islo samo. Napiiklad kdyZ se ptame, ktera &isla jsou déliteli 18,
odpovime: éisla 1, 2, 3, 6,9 a 18.

Piedpokladejme, Ze si poloZime stejnou otazku, ale pro ¢islo 7. Kdyz zkou-
mame jeho délitele, zjistime, Ze jsou to pouze ¢isla 1 a 7. Néco podobného
platiipro &isla 2, 3, 5, 11 a 13. VSechna tato ¢isla jsou ,,prvocisla®.

Ted uz mizeme uvést presnou definici, co jsou prvocisla: ¢islo nazyvame
prvocislem, kdyz je délitelné pouze jedni¢kou a sebou samym.

Nase Gvahy o pfirozenych ¢islech vyZadovaly pouze operace nasobeni a dé-
leni. Dospéli jsme k zavéru, Ze nékteri Cisla jsou zvlastni, a kdyZ jsme nalezli
definici, ktera je popisuje véechny, pouzili jsme proces abstrakce. Takze kdyz
vime, jak se jmenuji a jaké vlastnosti je definuji, mGZeme tato ¢isla hloubé&ji
studovat.

DABELSKE SYMBOLY

V temnych dobach evropskych déjin byly Eislice neboli cifry povazovany za tajemné znaky
stajného pisma“ (odtud také pochézi slovo ,3ifra"). Pfesné vzato by Siframi mély byt
nazyvany pouze zpravy, v nichZ jsou pismena nahrazena ¢isly. Kdyz se v Evropé obje-
vily arabské cislice ve sloupcich ruénich podita-
del, ,puristé” je nahrazovali Fimskymi ¢&islovka-
mi, aby vymytili pfitomnost téchto ,,dabelskych
symbold, jimiz Satan svedl Araby na scesti”.
Jesté Sest stoleti po smrti papeze Silvestra II.
(+ 1003) nechala cirkev otevfit jeho hrobku,
aby se ujistila, jestli tam porad jesté jsou démo-
ni, ktefi ho priméli ke studiu saracénské nauky

o Cislech.

Gerbert d’Aurillac se stal papezem Silvestrem II.,
matematicky celkem vzdélanym papezem.
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MATEMATICKY SVET 1. PRVOCISLA

Zakladni véta aritmetiky

3

Prvocisla jsou ¢asto nazyvana ,,cihlami“ matematiky, matematickymi ,,atomy"
nebo ,genetickym kddem® matematiky. Z cihel se stavi domy, ptirodni objekty
se skladaji z atomd a Zivé organismy jsou definovany svymi genetickymi kody.
Viechny tyto analogie maji jedno spoleéné — existuji zdrodeéné elementy,
z nichz je cely objekt slozeny. Podivejme se ted, jakou roli hraji prvocisla
v matematice.

Vidéli jsme, Ze ¢isla mohou byt rozloZena na své délitele — tfeba 12 mizeme
reprezentovat soudinem 3 x 4. Kdyz mluvime o dé¢litelich, mame tim na mysli,
Ze mizeme vytvorit 12 s pomoci ¢&isel 3 a 4. Uz také vime, Ze ho mizeme
vytvofit i z jinych &isel, napfiklad

12=2x6=3%x4=2x2x3.

Viechna tato Cisla jsou déliteli Cisla 12 a cely proces se nazyva faktorizace. Pti-
pomenme, Ze to byla prave faktorizace, ktera nAm umoznila presnou definici
prvodisel: jsou to Cisla, jejichz déliteli jsou pouze jedni¢ka a ¢islo samo. Takze
faktorizaci prvocisla 13 je

13=1x13.
Kdyz se néktery z délitelt pfi faktorizaci vyskytuje vicekrat, pripiSeme jako
horni index pocet opakovani, napfiklad

2x2x2x2x2=25
3x3x3x3=3%

V matematice takovy vyraz nazyvaji mocninou, 2° se &te ,,dvé na patou® a 3*
»tfi na ¢tvrtou®.

V jednom z vyse uvedenych ptikladid jsme rozlozili ¢islo 12 na tfi souciny
s riznymi faktory: 2a 6; 3 a 4; 2,2 a 3.Jenom posledni vyraz obsahuje vyhradné
prvocisla. Vezméme si jiny piiklad, tfeba &islo 20:

20=2x10=2x2x5=4x5,

pfi¢em? pouze souéin 20 = 2 x 2 x 5 = 22 x 5 obsahuje vyhradné prvo¢isla.
Takze si pokladame otazku: kdyZ ndhodné vezmeme libovolné ¢&islo, je
vzdycky mozné ho rozbit na prvocliselné délitele? Neboli, 1ze ho vzdy vyjadrit
jako souéin prvocisel? Odpovéd zni ano. A nejenom to, Ize to udélat pouze
jedinym moznym zpaisobem. KdyZ napiSeme 20 jako soucin prvoéisel, 20 =
= 22 x 5, tento rozklad je jednoznaény — viimnéme si, Ze potfadi faktor nenf
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1. NA USVITU ARITMETIKY

podstatné, protoze 2 x 5 x 2 = 5 x 2 x 2. Tento teorém je pfipisovan Eukleidovi
a nazyva se ,zakladni véta aritmetiky“. Podle ni plati: ,Kazdé pfirozené &islo
muze byt jednoznaéné zapsano jako soudin prvocisel.”

Pokud tedy napiSeme 24 = 23 x 3, je to jediny mozny rozklad na prvoéisla.
Pojmenovani ,zakladni véta“ je zcela opravnéné, je to totiz jeden ze zaklady,
na nichz cela aritmetika spodiva. Ted je patrné, ze prvodisla hraji Zivotné
dilezitou roli. Kdyz se vratime k vySe uvedenym pfimérim, mGZeme fict, Ze
DNA ¢isla 24 tvofi posloupnost gendl 23 a 3 nebo Ze 2 a 3 jsou atomy, které
tvori molekulu 24.

Takze prvodisla jsou zarodeéné elementy, z nichz jsou vybudovana vechna
¢isla, coZ odrazi jejich pojmenovani ,prvoéisla®, prvni mezi &isly. Tak jako se
atomy kombinuji a vytvarteji molekuly, prvocisla se kombinuji a vytvareji slozi-
t&jsi Cisla. V8echny chemické prvky jsou slozeny z atomd, které se specifickym
zpuisobem spojuji s jinymi atomy, a rusky chemik Dmitrij Ivanovi¢ Mend¢lejev
(1834-1907) je podle téchto vlastnosti srovnal do periodické tabulky. Pro
prvodisla ale nic podobného neexistuje. Nemame zadnou tabulku, v niz by
prvocisla byla usporadana podle néjakého pravidla, neexistuje zakon, kterym
by je bylo mozné generovat, aspon ne takovy, z néhoz by nebyly vyjimky. Pr-
vodisla tvori chaotickou mnoZinu, neni v ni Zadny rytmus ani zakonitost, jsou
rozloZena zjevné nahodné mezi vSemi pfirozenymi &isly.

JAK NALEZT PRVOCISELNY ROZKLAD

120 | 2 Nejlepsi metoda, jak provést faktorizaci néjakého ¢isla, je nasledujici. Cislo,
60 | 2 které rozkladame, napiSeme vlevo od svislé ¢ary. Poté budeme zkoumat, zda
ig ; je délitelné 2, 3,5, ..., ¢ili po fadé jednotlivymi prvocisly. Pokud délitelné je,

5|5 napiSeme vysledek déleni vlevo, prvociselného délitele vpravo a na dalsim
1 radku pokracujeme s vysledkem déleni, pricemz postupujeme tak dlouho,

dokud neni ¢islo na levé strané rovno jedné. Sloupec na pravé strané predstavuje prvocisla

v rozkladu daného ¢isla.
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Prvocisla: vynalez nebo objev?

7 X7

Zkoumame-li néjaké &islo, je logické ze vSeho nejdfiv vyzkouset, zda je sudé,
nebo liché. Dal$im krokem je provést faktorizaci a tim nalézt kritéria délitel-
nosti, ktera se déti uéi ve $kole. Kultura, ktera vytvoftila poéetni systém, tudiz
pracuje se souborem ¢isel definovanych jen nékolika malo vlastnostmi, které
Ize snadno ur¢it. O prvodislech to neplati. S jistotou o nich vime jedinou véc:
nejsou suda — s vyjimkou dvojky, jediného sudého prvodisla —, protoze pak by
byla délitelna dvéma. Nemtzeme se k nim ale chovat jako k néjaké rarité, pro-
toze Eukleides dokazal, Ze jich je nekone¢né mnoho — jeho elegantni dikaz
uvedeme pozdé&ji. A nemizZeme podcenit jejich dtlezitost, jelikoz zakladni
véta aritmetiky jim zaruc¢uje hvézdnou roli v matematice. Takze, jak uz jsme
uvedli, prvodisla si zasluhuji, abychom se jimi zabyvali.

Kdyz mluvime o védeckém studiu néjakého objektu, je rozumné predpo-
kladat, Ze dany objekt nékde existuje. Mohl uz byt objeven nebo na objeveni
teprve ¢eka, mizeme ho zkoumat nebo ignorovat, ale kazdopadné dal exis-
tuje, at uz se jim zabyvame nebo ho ignorujeme. V ur¢itém okamziku dé&jin
biologové zacali zkoumat bakterie. Nikdo nepochybuje, ze bakterie v Zivych
organismech existovaly dfiv, nez se objevili biologové, dokonce davno predtim,
nez se objevil lidsky druh (na rozdil tfeba od ozubeného kola, které mu-
selo byt vynalezeno). Ve védeckych kruzich
o tom nikdo nepochybuje. Kdyz ale jde o ma-
tematiku, situace je slozitéjsi. Jsou prvocisla
vynalezem lidského mozku, nebo je lidé jen
objevili? Existovala by prvo¢isla, i kdyby lidé
neexistovali? Tyto otazky vyvolaly — a stale
vyvolavaji — bouflivou diskusi, ktera nékomu
pripada duilezita a nékomu ne. Nejspise to je
otazka, na nizZ nelze odpovédét — je to takii-
kajic véc nazoru.

Kdyz jde o povahu matematického mys-
leni, je opravdu ddlezité si uvédomit, Ze ma-

tematik je jako badatel vstupujici na zvlast-

UniverzdlIni vyznam matematickych
problémii navozuje otdzku, zda &isla
neexistuji nezdvisle na lidské mysli.

Tato otdzka trdpila némeckého cit dobrodruzstvi je souéasti matematického

fyzika Heinricha Rudolfa Hertze. badani a dodava mu poeticky nadech. Né-

ni, nezndmé Gzemi a Ze matematiku vnimé

Yy s

jako néco vnéjsiho a oddé€leného. Tento po-

16



1. NA USVITU ARITMETIKY

mecky fyzik Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894) poloZil otazku: ,Je mozné
se nedomnivat, Ze matematické vzorce maji nezavislou existenci a inteligenci

samy o sobé¢, Ze jsou moudiej$i nez my, dokonce moudfejs$i nez ten, kdo je

objevil, a Ze z nich vyziskavame vic, nez jsme do nich pivodné vlozili?“

Filozoficka (¢i pfesnéji gnozeologicka) skola, ktera uci, Ze objekty (véetné

matematickych tvrzeni) existuji samy o sob&, je znama jako platonismus. Tvrdj,

ze ¢lovék mizZe zaujmout objektivni sta-
novisko pouze tehdy, kdyz jsou objekty
pritomny.

Historici matematiky maji sklon p#iji-
mat platonismus vzhledem k nezpochyb-
nitelné univerzalnosti matematiky, ne-
bot i kultury, které se vyrazné lisi svou
minulosti i geografickou polohou, do-
chazeji ke stejnym z4véram a stejné ob-
jektivni pravdé. V pfipadé prvoéisel do-
konce existuje zajimavy archeologicky
nalez z prehistorie matematiky, a sice
kost z Ishanga.

Na kosti jsou znac¢ky v podobé krat-
kych Gse¢ek. Podrobné studium nalezu
ukazalo, Ze patrné nejde o zbran, ale
o pomicku k pocitani. V tom ptripadé
je pravdépodobné, Ze kiemenny hrot
slouzil k zaznamenéavani vypoctd. Jinymi
slovy, kost rukojeti mohla slouzit jako
primitivni kalkulator. RozloZeni znaéek
ve sloupcich naznacuje, Ze $lo o s¢itani
a nasobeni v dvanactkové ¢iselné sou-
stavé. Cisla vpravo jsou viechna lich,
ale opravdu prekvapujici je, ze v levém
sloupci jsou vSechna ¢éisla prvoéisla mezi
10 a 20. Vypada velice nepravdépodobné,

vlevo |uprostfed| vpravo
3
11
6
— 11
4
| 21
13 3
9
10 |+
— 17 1
B 19
5? +
| 1
5
— 19
7 9
celkem: 60 48 60

Diagram kosti z Ishanga se zndzornénim
vrypu ve trech sloupcich. Zdd se, Ze kost
byla pouzivdna k matematickym vypoctim.

Ze by vSechny znacky byly rozmistény ndhodné, bez pouZziti pokroéilé vypo-

Cetni metody. Vzpomenime si, Ze zavést pojem prvocisel vyzaduje abstraktni

mysleni, které prekracuje pouhé elementarni pocty.
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